OLIMPIADA REPUBLICANA LA MATEMATICA
Ziua a doua, 5 martie 2023, Clasa a XII-a

Solutii
dx o i e .
12.5. Fie functiile I:(0; +o) -> R, I(a) = f e T Aratati ca [ este o functie
constanta.
Solutie.
x=—t
(e*+1D(xl+a) |x=—a=>t=a (et + 1)(t] + a)
-a x=a=>t=—al -a
a
tdt dt 1@
= | —— —1I(a).
(et + D(|t] + a) lt| + a
—-a —-a
Atunci I(a) = —f =" = In(t + a)|¢ = In2.
a|t|+a 0 t+a 0

, 2023 :
12.6. Fie (3 + \/§) = a + bV8,a,b € N. Aritati ci a este produsul a doui numere naturale,

a caror diferentd este egala cu 2.

Solutie. Avem ca
2023 2 2023
(3 + \/§) — 32023 + 621023 . 32022, \/§ + 622023 . 32021, \/§ + .+ \/§ )

Atunci (3 + \/5)2023 =a+bV8, abeN, implica (3 — \/§)2023 =a—bV8,abeN si

1 2023 2023 1//6 + 28 2023 6_ 28 2023
~3 (@ 3-8 - 2((%) +(T> )-

o (6 29)" (62" = e (2492) "+ (2 -2)"™") =
22024(((2 T @) 22 D ) -

o (((2 \/—) 3, (2- \/—)2023) 22024) _ ((2 \/—)202;_(})_19 \/—)2023) 1

=k*—1=(k-1(k+1),

unde

@) 2=V
= 21012 -
— 21012 + CZ 21011 + 62023 21010 4ot 62023 21012—5 +...4+2-2023 €N.

12.7. Baza piramidei VABC este triunghiul isoscel ABC, in care AB = AC = 6v/2 cm si

BC = 46 cm. Muchiile laterale ale piramidei sunt de V51 cm. Determinati distanta dintre
dreptele AB siVC.

Solutie. Fie O — proiectia varfului V pe planul (ABC). Deoarece muchiile laterale sunt
congruente, O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC.



Fie K € BC, astfel incat AK L BC. Atunci AK = 4+/3 cm.
o a sing =22 cosq = L8
Fie « = m(£ABC). Atunci sina = 37 C0Sa =

o . AC T
Conform teoremei sinusurilor e 20C, ceea ce implici OC = 33 cm.

Construim BB; || VC, AA; | VC si AA; = BB, = VC. Atunci VC || (ABB,).
Distanta d dintre AB si VC este distanta dintre VC si ABB;.
Construim paralelipipedul ABCD A, B,V D;. Atunci distanta dintre VC si ABB, este lungimea
indltimii paralelipipedului ABCD A, B,V D; dusa din varful V pe planul (ABB,).
VABCDA131VD1 = Aupcp VOrVABCDA181VD1 = ‘ABBlAlA -d

implica

d= Appcp " VO

Appaa
Aupcp = AB - BC - sina = 48v2 (cm?).

Din triunghiul VOC calculim VO = 2v/6 cm.
Pentru a calcula cApp, 4, 4, considerim 0, € (ABC), B,0; L (ABC). Atunci B;V00, —
dreptunghi, iar 0; OCB — paralelogram si 0;B = 0C = 3v/3 cm.
Consideram punctul P € (AB), astfel incat O, P L AB. Atunci B;P L AB.
Atunci din AO;PB, O,P = 0B - sin 8, unde § = m(2£0,BP) = (180° — a — m(£0CK).
in AOKC, calculim OK = AK — 0A =3 (em), sin(£0CK) = 2 si cos(20CK) =22,

23 202 | V6 1_ 503

Atunci sin 8 = sin(a + m(AOCIf)) =3 3 T35 S
Obtinem O,P = 0,B - sin § = 5. In triunghiul dreptunghic B, 0, P, calculam

B1P S ’31012 + 01P2 S 7 (Cm).

Atunci CABBlAlA = AB - Blp = 4’2\/§ (sz),



iar
48\2-2/6 16V6
d — = (Cm)
422 7

12.8. Determinati toate functiile derivabile F:(0; +) —» R, pentru care: F(1) =1 si

F G) F'(x) = ilnx.

1

Solutie. Fie F'(x) = f(x). Atunci (F (1)) =270

x x2 x

Deoarece F G) fx) = %ln x, obtinem ca F(x)f G) = —x In x. Inmultind fiecare parte a

ultimei egalitati cu — xiz obtinem — x—le )f G) = %ln X si, respectiv,

1\) 1 /1 1 1
F(—) F(x)=——f(—)F(x)=——(—x)1nx= Znx. 1)
X x?7 \x x? X
Obtinem
1 1 1
F (;)F (x) = f(X)F (;) = ;lnx. (2)
. e . . 1 ! 1\ 1\ ./ 2
Adunand egalitatile (1) si (2) obtinem (F (;) F (x)) = (F (;)) F(x)+ F (;) F'(x) = ~Inx,
Atunci F(2)F() =Inx+C;, G €R
Conditia F(1) = 1 implica ¢; = 1 si
1
F(;)F(x) =In?x+1 3)
Din F G) flx) = %lnx = f(1) = 0si x = 1 este unicul zerou al functiei f, iar F nu are
zerouri.
5 : 1 1 o 1 1
Inmultim F (;) flx) = ;ln x cu F(x) si obtinem F(x)F (;) flx) = ;ln x - F(x), ceea ce
implicd (In? x + 1)f(x) = %lan(x) © (In®x+ DF'(x) = %lan(x) o

F'(x) Inx ' IFCol )
= Fo)  xQZx D =0 (lnIF(x)l —InyIn?x + 1) =0 & <1n——ln2x = 1> =0

F(x)
&S ——=(C,Fkx)=C/In?x+1,C, eR.
VinZx + 1 2 2 2

Conditia F(1) = 1 implica C, = 1 sirespectiv F(x) = VIn?2x + 1.




