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Soluții 
12.1. Calculați: ∫ �1 + cos(4046𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥.𝜋𝜋

0  
Soluție. Utilizând periodicitatea funcției 𝑓𝑓(𝑡𝑡) = cos 𝑡𝑡, obținem 

��1 + cos(4046𝑥𝑥)
𝜋𝜋

0

𝑑𝑑𝑥𝑥 = √2�|cos(2023𝑥𝑥)|𝑑𝑑𝑥𝑥
𝜋𝜋

0

= ��

𝑡𝑡 = 2023𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑥𝑥 =
1

2023
𝑑𝑑𝑡𝑡

𝑥𝑥 = 0 ⇒ 𝑡𝑡 = 0
𝑥𝑥 = 𝜋𝜋 ⇒ 𝑡𝑡 = 2023𝜋𝜋 

�� =
√2

2023
� |cos 𝑡𝑡|𝑑𝑑𝑡𝑡

2023𝜋𝜋

0

= 

=
√2

2023
�� |cos 𝑡𝑡|𝑑𝑑𝑡𝑡
2𝜋𝜋

0

+ � |cos 𝑡𝑡|𝑑𝑑𝑡𝑡
4𝜋𝜋

2𝜋𝜋

+ ⋯+ � |cos 𝑡𝑡|𝑑𝑑𝑡𝑡
2022𝜋𝜋

2020𝜋𝜋

+ � |cos 𝑡𝑡|𝑑𝑑𝑡𝑡
2023𝜋𝜋

2022𝜋𝜋

� = 

=
√2

2023
�1011� |cos 𝑡𝑡|𝑑𝑑𝑡𝑡

2𝜋𝜋

0

+ � |cos 𝑡𝑡|𝑑𝑑𝑡𝑡
2023𝜋𝜋

2022𝜋𝜋

� = 

=
√2

2023

⎝

⎜
⎛

1011

⎝

⎜
⎛
� cos 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡 −

𝜋𝜋
2

0

� cos 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡

3𝜋𝜋
2

𝜋𝜋
2

+ � cos 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡
2𝜋𝜋

3𝜋𝜋
2 ⎠

⎟
⎞

+ � cos 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡

𝜋𝜋
2

0

− � cos 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜋𝜋

𝜋𝜋
2 ⎠

⎟
⎞

= 2√2. 

12.2. Fie paralelipipedul dreptunghic 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴1𝐴𝐴1𝐴𝐴1𝐴𝐴1, în care 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑎𝑎,𝐴𝐴𝐴𝐴 = 2𝑎𝑎,𝐴𝐴𝐴𝐴1 = 3𝑎𝑎. Pe  
muchiile 𝐴𝐴𝐴𝐴1 și 𝐴𝐴𝐴𝐴 se consideră punctele 𝑀𝑀 și 𝑁𝑁  respectiv, astfel încât 𝐴𝐴𝑁𝑁 = 𝐴𝐴1𝑀𝑀 = 𝑎𝑎. Determinați 
măsura unghiului dintre dreptele 𝐴𝐴𝑀𝑀 și 𝑁𝑁𝐴𝐴1. 
 
Soluție.  
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Pe dreapta suport a muchiei 𝐴𝐴𝐴𝐴 considerăm punctul  𝑄𝑄, astfel încât 𝑁𝑁𝑄𝑄 ∥ 𝐴𝐴𝐴𝐴.  
Considerăm punctul 𝑄𝑄1 ∈ 𝐴𝐴1𝐴𝐴1, astfel încât 𝑄𝑄1𝑄𝑄 ∥ 𝐴𝐴1𝐴𝐴,𝑄𝑄1𝑄𝑄 = 𝐴𝐴1𝐴𝐴, și punctul 𝑀𝑀1 ∈ 𝑄𝑄1𝑄𝑄, astfel încât 
𝑄𝑄1𝑀𝑀1 = 𝑎𝑎. 
Atunci 𝐴𝐴𝑁𝑁 ∥ 𝐴𝐴𝑄𝑄,𝐴𝐴𝑄𝑄 ∥ 𝑀𝑀𝑀𝑀1 implică 𝐴𝐴𝑁𝑁 ∥ 𝑀𝑀𝑀𝑀1 și respectiv 𝐴𝐴𝑀𝑀 ∥ 𝑁𝑁𝑀𝑀1. Măsura unghiului dintre 
dreptele 𝐴𝐴𝑀𝑀 și 𝑁𝑁𝐴𝐴1 este egală cu măsura unghiului 𝐴𝐴1𝑁𝑁𝑀𝑀1. 
Determinăm  

𝐴𝐴1𝑁𝑁2 = 𝐴𝐴𝑁𝑁2 + 𝐴𝐴𝐴𝐴2 + 𝐴𝐴𝐴𝐴12 = 𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎2 + 9𝑎𝑎2 = 11𝑎𝑎2, 
𝑁𝑁𝑀𝑀1

2 = 𝐴𝐴𝑀𝑀2 = 𝐴𝐴𝐴𝐴2 + 𝐴𝐴𝐴𝐴2 + 𝐴𝐴𝑀𝑀2 = 4𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎2 + 4𝑎𝑎2 = 9𝑎𝑎2, 
𝐴𝐴1𝑀𝑀1

2 = 𝐴𝐴1𝑄𝑄12 + 𝑀𝑀1𝑄𝑄12 = 9𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎2 = 10𝑎𝑎2. 
Conform teoremei cosinusurilor în triunghiul 𝐴𝐴1𝑁𝑁𝑀𝑀1 obținem 
𝐴𝐴1𝑀𝑀1

2 = 𝐴𝐴1𝑁𝑁2 + 𝑁𝑁𝑀𝑀1
2 − 2𝐴𝐴1𝑁𝑁 ∙ 𝑁𝑁𝑀𝑀1 cos𝜑𝜑, unde 𝜑𝜑 = 𝑚𝑚(∠𝐴𝐴1𝑁𝑁𝑀𝑀1). 

Atunci cos𝜑𝜑 = 11𝑎𝑎2+9𝑎𝑎2−10 𝑎𝑎2

2𝑎𝑎√11∙3𝑎𝑎
= 5√11

33
 și 𝑚𝑚(∠𝐴𝐴1𝑁𝑁𝑀𝑀1) = arccos 5√11

33
. 

 
12.3. Fie numărul complex 𝑧𝑧 = 1

2
− √3

4
+ 1

4
𝑖𝑖. Arătați că valoarea raportului  √3 ∙ Re�𝑧𝑧

2024�
Im(𝑧𝑧2024)  este un număr 

rațional. 
 
Soluție 1.  𝑧𝑧 = 1

2
�1 − √3

2
+ 1

2
𝑖𝑖� = 1

2
�1 − cos 𝜋𝜋

6
+ 𝑖𝑖 sin 𝜋𝜋

6
 � = 1

2
�2 sin2 𝜋𝜋

12
+ 2𝑖𝑖 sin 𝜋𝜋

12
 cos 𝜋𝜋

12
� = 

= sin
𝜋𝜋

12
�sin

𝜋𝜋
12

+ 𝑖𝑖 cos
𝜋𝜋

12
� = 𝑖𝑖 sin

𝜋𝜋
12

�cos �−
𝜋𝜋

12
� + 𝑖𝑖 sin �−

𝜋𝜋
12
��. 

𝑧𝑧2024 = sin2024
𝜋𝜋

12
�cos �−

506𝜋𝜋
3

� + 𝑖𝑖 sin �−
506𝜋𝜋

3
�� = 

= sin2024
𝜋𝜋

12
�cos �−168𝜋𝜋 −

2𝜋𝜋
3
� + 𝑖𝑖 sin �−168𝜋𝜋 −

2𝜋𝜋
3
�� = sin2024

𝜋𝜋
12

�−
1
2
− 𝑖𝑖

√3
2
�. 

Atunci   √3 ∙ Re�𝑧𝑧
2024�

Im(𝑧𝑧2024) = √3 ∙
−12 sin

2024 𝜋𝜋
12

−√32 sin2024 𝜋𝜋12
= 1 ∈ ℚ. 

Soluție 2.  Determinăm |𝑧𝑧| =
�2−√3

2
=

�4−2√3
2√2

= √3−1
2√2

  și argumentul principal  

𝜑𝜑 = arccos 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑧𝑧|𝑧𝑧| = arccos √3−1
2√2

= 5𝜋𝜋
12

. Scriem numărul complex 𝑧𝑧 în forma trigonometrică:  

𝑧𝑧 =
√3 − 1

2√2
�cos

5𝜋𝜋
12

+ 𝑖𝑖 sin
5𝜋𝜋
12
�. 

Atunci 𝑧𝑧2024 = �√3−1
2√2

�
2024

�cos 2530𝜋𝜋
3

+ 𝑖𝑖 sin 2530𝜋𝜋
3

� = 

= �
√3 − 1

2√2
�
2024

�cos �843𝜋𝜋 +
𝜋𝜋
3
� + 𝑖𝑖 sin �843𝜋𝜋 +

𝜋𝜋
3
�� = �

√3 − 1
2√2

�
2024

�−
1
2
− 𝑖𝑖

√3
2
�. 

 

Atunci   √3 ∙ Re�𝑧𝑧
2024�

Im(𝑧𝑧2024) = √3 ∙
−12�

√3−1
2√2

�
2024

−√32 �
√3−1
2√2

�
2024 = 1 ∈ ℚ. 
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12.4. Fie determinantul  ∆= ��

1      2      3    
13     23     33  
15      25     35  

 
…
…
…

1012     
10123   
10125   …      …      …     … …

12023 22023 32023 … 10122023
��.  

Arătați că ∆ este un număr divizibil prin numărul 1! ∙ 3! ∙ 5! ∙ … ∙ 2023!. 

Soluție. ∆= ��

1      2      3    
13     23     33  
15      25     35  

 
…
…
…

1012     
10123   
10125   …      …      …     … …

12023 22023 32023 … 10122023
�� = 

= 1012! ��

1      1      1    
12     22     32  
14      24     34  

 
…
…
…

1     
10122   
10124   …      …      …     … …

12022 22022 32022 … 10122022
�� = 

= 1012! ��

1      1      1    
0     22 − 1     32 − 1  
0     22(22 − 1)    32(32 − 1) 

 
…
…
…

1     
10122 − 1   

10122(10122 − 1)  …               …                   …              … …
0 22020(22 − 1) 32020(32 − 1) … 10122020(10122 − 1)

�� = 

 

= 1012! �
22 − 1 32 − 1

22(22 − 1) 32(32 − 1)
…      10122 − 1
…      10122(10122 − 1)… …       

22020(22 − 1) 32020(32 − 1)
… …       
… 10122020(10122 − 1)

� = 

= 1012! (22 − 12)(32 − 12) ∙ … ∙ (10122 − 12) ∙ �
1  1
22 32

…      1   
 …      10122    … …       

22020 32020
… …       
… 10122020

� = 

= 1012! (22 − 12)(32 − 12) ∙ … ∙ (10122 − 12) ∙

∙ �
1          1
0          32 − 22

…                   1   
 …                   10122 − 22    … …       

0 32018(32 − 22)
… …       
… 10122018(10122 − 22)

� = 

= 1012! (22 − 12)(32 − 12) ∙ … ∙ (10122 − 12) ∙ 

∙ (32  − 22 ) ∙ … ∙ (10122 − 22) ∙ �
1  1
32 42

…      1   
 …      10122    … …       

32018 42018
… …       
… 10122018

� = 

= ⋯ = 1012! (22 − 12)(32 − 12) ∙ … ∙ (10122 − 12) ∙ 
(32  − 22 ) ∙ … ∙ (10122 − 22) ∙ 

(42 − 32) ∙ … ∙ (10122 − 32) ∙ � 1 1
10112 10122� = 

= 1012! (22 − 12)(32 − 12) ∙ … ∙ (10122 − 12) ∙ 
(32  − 22 ) ∙ … ∙ (10122 − 22) ∙ 
(42 − 32) ∙ … ∙ (10122 − 32) ∙ 

∙ (10122 − 10112). 
Ținând cont de faptul că  

(𝑘𝑘2 − 1)(𝑘𝑘2 − 22)(𝑘𝑘2 − 32) ∙ … ∙ (𝑘𝑘2 − (𝑘𝑘 − 1)2) = 

= (𝑘𝑘 − 1)(𝑘𝑘 − 2)(𝑘𝑘 − 3) ∙ … ∙ 1 ∙ (𝑘𝑘 + 1)(𝑘𝑘 + 2)(𝑘𝑘 + 3) ∙ … ∙ (2𝑘𝑘 − 1) =
(2𝑘𝑘 − 1)!

𝑘𝑘
, 

scriem ∆= 1012! ∙ 3!
2
∙ 5!
3
∙ 7!
4
∙ … ∙ 2023!

1012
= 1! ∙ 3! ∙ 5! ∙ … ∙ 2023!. 


