OLIMPIADA REPUBLICANA LA MATEMATICA
Prima zi, 4 martie 2023, Clasa a XII-a
Solutii

12.1. Calculati: fon\/l + cos(4046x) dx.
Solutie. Utilizand periodicitatea functiei f(t) = cos t, obtinem

t =2023x
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12.2. Fie paralelipipedul dreptunghic ABCDAB.C1D;, in care AB = a,BC = 2a,AA, = 3a. Pe
muchiile CC; si AD se considera punctele M si N respectiv, astfel incadt AN = C;M = a. Determinati
masura unghiului dintre dreptele AM si NB;.

Solutie.
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Pe dreapta suport a muchiei BC consideram punctul Q, astfel incat NQ || AC.
Consideram punctul Q@ € B;(;, astfel incat Q,Q |l C;C, Q,Q = C,C, si punctul M; € Q,Q, astfel Incat
QiM; = a.
Atunci AN || CQ,CQ || MM; implicd AN || MM; si respectiv AM || NM;. Masura unghiului dintre
dreptele AM si NB, este egald cu masura unghiului B; N Mj;.
Determinam
B;N? = AN? + AB? + BB? = a? + a? + 9a® = 11d?,
NM? = AM? = AD? + DC? + CM? = 4a? + a? + 4a® = 9a?,
ByM}? = B,Q? + M,Q%? = 9a% + a? = 10a?.
Conform teoremei cosinusurilor in triunghiul B;NM; obtinem
B;M? = ByN? + NM? — 2B, N - NM, cos ¢, unde ¢ = m(£B;NM,).

11a?+9a?-10a? 5V11 . 511
=—=; § m(4B;NM;) = arccos ——.

Atunci cos ¢ =

2a\/11-3a
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12.3. Fie numarul complex z = — — —= + ~ {. Ardtati cd valoarea raportului V3 Im(z702%) CSte un numar
rational.
Solutie 1. z = l(1 —ﬁ+ li) = l(1 — cos— + isinz) = l(2 sin? = + 2i sin = cosl) =
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Solutie 2. Determinam |z| = = a8 argumentul principal
Rez V3-1 _ sm . - A . .
@ = arccos — = arccos —= = —. Scriem numadrul complex z In forma trigonometrica:
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1 2 3 - 1012
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12.4. Fie determinantul A= | 15 25 35 10125
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Aratati cd A este un numadr divizibil prin numarul 1!-3!- 5!+ ...- 20231
1 2 3 - 1012
13 23 33 - 10123
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Tinand cont de faptul ca
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