Olimpiada Republicana la Matematica
Prima zi, 4 martie 2023, Clasa a Xl-a
Barem de evaluare

Remarca: Oricare alta rezolvare corecta se apreciaza cu 7 puncte.

11.1. Comparati perimetrul unui patrat cu lungimea cercului trasat prin mijlocul unei laturi si varfurile

laturii paralele. Argumentati raspunsul.

Etape ale rezolvarii cu barem de evaluare

Pasul Etape ale rezolvarii Punctaj
acordat
1 Descrierea constructiei geometrice. Obtinerea triunghiului OND si argumentarea 1
faptului ca el este dreptunghic
2 Obtinerea egalitatilor ON = a —r, ND = %, OD=r
2
Aplicarea teoremei lui Pitagora si obtinerea ecuatiei 7% = (a — )% + (%) 1
4 Solutionarea ecuatiei si determinarea solutiei r = ?a 1
- . 5
S | Calcularea lungimii cercului 27r = 2= 1
6 Determinarea perimetrului patratului 4a 1
.. . : By . 5 53,2-
7 Compararea lungimii cercului cu perimetrul patratului (2nr = % <= Z= 4a) 1
Punctaj total | 7 puncte

11.2. Fie numerele

reale pozitive aq,:--,a, (n € N), astfel incat a, + -+ a, < 1. Demonstrati

inegalitatea
a, +a, +---+an.(1—a1)-----(1—an) vy
[ By PACIETIN 1_a1_..._an -
Etape ale rezolvarii cu barem de evaluare
Pasul Etape ale rezolvarii Punctaj
acordat
1 Notarea a,,; = 1 — (a; + -+ + a,,) si mentionarea faptului cd a,,; > 0 1
2 Rescrierea inegalitatii in forma 1
A-ans) A-a)-A-ap) A —an) e
a1y -+ Qp " Apiq
3 Cercetareaexpresieil —a; =ay; +a, + -+ a;_1 + aj;1 + -+ apyq si 1
mentionarea faptuluica 1 —a; >0
4 Utilizarea inegalitatii mediilor (pentru orice i,1 < i < n + 1) si obtinerea 1

inegalitatii 1 —a; = n- Q/al Oy vt Qg Qjpq " Ayt




5 Considerarea produsului P = a4 - a, -+ - ap44 i rescrierea inegalitatilor in forma 1
1—a; Zn-"\/g, pentruoricei,1 <i<n+ 1.
6 Obtinerea inegalitatii 1
Aea) - (A—ay) - (—ay) a2 L P
1 2 n+1) = 4, @ ey
7 Obtinerea inegalitatii 1
I-ap) I—a))-(1—az) - (1—ay) > ot
A1Qz "+ Ap " Apty
Punctaj total | 7 puncte
11.3. Pentru orice numar natural m notam cu S(m) suma cifrelor numarului m. Calculati
5 (5(5(202322%)).
Etape ale rezolvarii cu barem de evaluare
Pasul Etape ale rezolvarii Punctaj
acordat
1 Estimarea numarului de cifre N(20232°23) < M, pentru un oarecare M < 88888888 1
(in particular, M = 8092)
2 Estimarea primei sume: $(20232°23) < 9M (in particular, 9M = 72828) 1
3 | Obtinerea estimarii pentru a doua suma S($(2023292%)) < k, pentru un oarecare 1
k < 78 (in particular, k = 43)
4 Obtinerea estimdrii pentru a treia suma S(S (S (20232023))) < p, pentru un oarecare 1
p < 15 (in particular, p = 13)
5 Demonstrarea cd 20232923 = 7(mod 9) 1
6 | Demonstrarea ca S (5(5(20232023))) = 7(mod 9) 1
7 Concluzionarea ci S (5(5(20232023))) =7 1
Punctaj total | 7 puncte

11.4. Fie functia f: R — (0, +) derivabila, strict descrescatoare, cu f(0) = 1 si f'(0) = —1. Fie sirul

(an)p=1, definit prin: a; = 1si an4q = anf(a,), Vn = 1. Aratati ca exista limita #_r)g(nan) si calculati

aceasta limita.

Etape ale rezolvarii cu barem de evaluare

Pasul Etape ale rezolvarii Punctaj
acordat

1 Demonstrarea ca sirul (a,)y-; este marginit inferior de 0 1

2 Demonstrarea ca sirul (a,)y=, este strict descrescator 1




Obtinerea ca sirul (a,)m=, este convergent si L = lima, = 0

Nn—o0
Aplicarea lemei Cezaro-Stolz si obtinerea lim — = lim ( LI i) 1
n—oo Nan n—-o \dn+1 an

Obtinerea egalititii lim — = lim L% 1

’ T nowNdn  n-w anf(an)

} eiee 7s 1—f(x)) _ 1
Obtinerea egalitatii il_?)Té (x_ ) 1
Concluzionarea faptului ca lim(na,) =1 1

n—oo
Punctaj total | 7 puncte




