Clasa a Xl-a. A doua zi
Solutii

11.5. Sirul (x,) =0 este definit prin:

2

Xo =1, Xpi1 = xp neN

_xn_
2023’

Demonstrati ca sirul este convergent si lim x,, = 0.
n—->0oo

Solutie. Vom arata prin inductie ca x, € (0;1], Vn € N. Pentru n = 0 este adevarat, deoarece
xo = 1 € (0; 1]. Presupunem ca x,,, € (0; 1] pentru un oarecare m > 0. Atunci si % € (0;1] si
obtinem
Xin Xm
Xmi1 = xm—2023 =Xm " (1 —m) € (0;1].

Deci, conform principiului inductiei matematice, x,, € (0; 1], vn € N.

Xn

In plus, avem 0 <22 =1 —
Xn 2023

marginit inferior. In concluzie, el este convergent.

< 1,vn € N. Deci, sirul (x,)n=, este strict descrescator si

TR - A NETIOIN . 1 . L?
Notam limita sirului lim x,, = L. Trecind la limita in relatia recurenta data, obtinem L = L — 5033’
n—oo

de unde rezulta ca L = 0.

11.6. Rezolvati ecuatia
cos2x —sin2x + 2cosx +1 = 0.

Solutie. Avem ecuatiile echivalente:
cos2x —sin2x +2cosx+1=0
1—2sin?x —2sinxcosx +2cosx+1=0
sin?x + sinxcosx —cosx —1 =10
(sin? x — sinx) + (sinx cosx —cosx) + (sinx —1) =0
(sinx—1)-(sinx+cosx+1)=0 &
sinx —1=0,
[sinx +cosx+1=0.
Pentru a doua ecuatie avem urmatoarele ecuatii echivalente
sinx+cosx+1=0

2si a x+2 2X—O
sin cos— + 2cos® o =

X X X
cosi(sinz+ cosi) =0

ad 0 ad 0

cos—=0, cos—=0,
2 2

' x+ x—O = tx— 1

sm2 cosz— gz— .

Deci, ecuatia initiala s-a redus la trei ecuatii: 1) sinx = 1, 2) cosg = 0 sau 3) tgg = —1.



Ecuatia sin x = 1 are solutiile x = g+ 2km, k € Z.
Ecuatia cosg = 0 are solutiile x = w + 2mm, m € Z.
Ecuatia tgg = —1 are solutiile x = — g + 2nm,n € Z.

Deci, solutiile ecuatiei initiale sunt x = x, + 2km, k € Z,x, € {— g,g, n}.

11.7. Fie numerele reale pozitive a, b, c astfel incat polinomul

P(X) = X3 — 3aX? + 3b%X — ¢}

Solutie. Fie a,, a,, a3 radacinile reale, pozitive si distincte ale polinomului P(X). Conform
relatiilor lui Viéte, avem ci aya,a3 = ¢3 si a;a, + aja; + aya; = 3b%. Deoarece a,, ay, as
sunt numere reale, pozitive si distincte, rezulta ca numerele a; a,, a a3, a,as, de asemenea, sunt
reale, pozitive si distincte. Aplicand inegalitatea mediilor pentru aceste trei numere, obtinem

a,a; + a0 + az0; 3
2 — 3 . . = 2 — o2
b* = 3 > \/alaz a3 - a3 =/ (a1aa3)% = c?,

ceea ce implica inegalitatea b > c.

Derivand functia polinomiald respectivd P(x) = x3 — 3ax? + 3b%x — ¢3, obtinem P'(x) =
3x% — 6ax + 3b2.

Deoarece radacinile polinomului de gradul trei P(x) sunt reale, pozitive si distincte, rezulta ca
radacinile polinomului respectiv P'(X), de asemenea sunt reale, pozitive si distincte, situdndu-se
intre radacinile polinomului P(X) si reprezentand punctele critice ale functiei P(x) (in care isi
schimba directia de monotonie, din crescatoare in descrescatoare sau invers).

Fie 8,, B, radicinile polinomului P’ (X) = 3X? — 6aX + 3b2. Similar, din relatiile lui Viéte, avem

3b? . -6
B1B- =T=b2 sify + B2 = —Ta= 2a.

Aplicand inegalitatea mediilor pentru numerele reale, pozitive ;i distincte 5;, B, obtinem
a=52F 5 BB, =Vb?=b.

Astfel, am obtinuta > b > c.

11.8. Gasiti toate functiile continue f: R — R, care verifica relatia

3-f2x+1) =f(x)+5x, Vx ER.

Solutie. Mai intdi vom cauta solutiile in clasa functiilor de gradul intai, de forma f(x) = ax + b.
Pentru astfel de functii obtinem relatiile echivalente:
3-(a-(2x+1)+b) =ax+ b + 5x, Vx ER, &

6ax +3a+3b=(a+5)x+ b, VxER, &

=1,
{6a=a+5, PN @ 3
3a+3b=b b:_f'

Este lesne de verificat, ca functia f;, f;(x) = x — %, satisface conditiile problemei.



Vom arata ca functia f; este unica astfel de functie.

Fie f o functie continud arbitrara, care verifica conditiile problemei si notam functia g, g(x) =

flx) — (x — %) Functia g este continua. Vom arita ca g(x) = 0, Vx € R.

Inlocuim f(x) = g(x) + x +% in relatia data si pentru orice x € R avem urmatoarele relatii
echivalente:

3 3
3-(g(2x+1)+2x+1—§>=g(x)+x—§+5x =

3 3
3-g(2x+1)+6x—z=g(x)+6x—z & 3:g2x+1) =g).

A . . . -1 . .. o )
In ultima relatie Inlocuim x — — s obtinem relatii echivalente:

ol )0l = s aw=aF) =

(x) = 1 (x — 1) 1
Vom aréta prin inductie ca

1 x—=2"+1 i
g(x)=3—n-g(2—n), Vx € R, vn € N™. (2)
Pentru n = 1 am obtinut (1).

Presupunem ca pentru un m = 1 avem

1 (x—2m+1)

glx) = 3m 9 o Vx € R. 3)

Atunci, din (1) si (3), in care vom inlocui x — xT_l, obtinem:
x—1

1 (x—-1, 1 1 >——2"+1 1 x—2mt 41
90 =30(7) =37 |t )= o)

Astfel, relatia (2) este demonstrata.

Deoarece g este o functie continua, atunci pentru orice x € R avem

) x—=2"+1 _ x+1
lim g(z—n) = g(hm (—1+ o )) = g(-1).

n—oo n—oo

Astfel, trecand la limita in (2), obtinem

1 x—2"+1 1 x—2"+1
g(x)zrlllm—-g(z—n)zllm—-llmg(z—n

—o00 3N n-oo 3N nooo

>=O-g(—1)=0, Vx €R.

Prin urmare, functia f, f(x) = x — -» este unica functie, care satisface conditiile problemei.



