Clasa a Xl-a Prima zi
Solutii

11.1. Comparati perimetrul unui patrat cu lungimea cercului trasat prin mijlocul unei laturi si
varfurile laturii paralele. Argumentati raspunsul.

Solutie. Fie ABCD un patrat, M mijlocul laturii AB, N mijlocul laturii CD si a lungimea laturii
patratului. Consideram cercul ce trece prin punctele M, C si D. Notam cu O centrul acestui cerc si
r raza lui. Centrul O se afla pe mediatoarea segmentului CD, iar MN si CD sunt perpendiculare.
Astfel, triunghiul OND este dreptunghic.

Avem ON = MN — MO =a—r,ND = % = %, OD = r. Aplicand teorema lui Pitagora, obtinem

2 2
OD? = ON? + ND?, adici r*> = (a —1r)* + (g) , echivalent cu 2 = a? — 2ar +r? + a: . In
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consecinta, r = ?a , ceea ce implica faptul cd lungimea cercului este 2nr = %a < -

= 4q, iar

perimetrul patratului este 4a. Deci, perimetrul patratului este mai mare decat lungimea cercului.

11.2. Fie numerele reale pozitive a4, -, a, (n € N), astfel incat a; + --- + a,, < 1. Demonstrati
inegalitatea

a1+a2+"'+an,(1_a1)""'(1_an)>nn+1
aa; - - Ay 1_a1_..._an - '

Solutie. Notam:
ane1 =1—(a; + -+ ap).
Atunci, conform conditiei problemei, avem a,,; > 0 si inegalitatea ceruta capata forma

I-ap) - I—a)-A—ay) - (1—-ay) > pntl
alaz.....an.an+1 -

Pentru oricei = 1,2,---,n,n + 1 cercetam expresia
l—aq; = (a1+a2+---+an+an+1)—ai =aq,t+a,+--+ai_1+aj+-+a1>0.

Notam P = a4 - a, - - - an4+1. Conform inegalitatii mediilor, pentru orice i,1 < i < n+ 1, avem:

n
n — . —_—
1_al.2n.\/al.az.....ai_l.ai+1.....an+1_n a'_
A

Inmultim toate aceste n + 1 inegalitti si obtinem:

nlP P P n|pn+l
(1—611)'(1—a2)-~--(1—an+1)Znn"'l. _._____._:nn+1_ —
a a; an+1 P

n
nn+1 . pn = nn+1 P = nn+1 7 PRI PRI, M

Deci,



(1-a) -(1—ay)- - (1—ap) S prtl
Ay Az Aty B

11.3. Pentru orice numar natural m notdm cu S(m) suma cifrelor numarului m. Calculati
5 (5(5(2023202%)).

Solutie.
Pentru orice numar natural m notam prin S(m) suma cifrelor si prin N(m) numarul cifrelor ale
numarului m. Avem 202320923 < (10%)2923 = 108992 ceea ce implicd N(20232923) < 8092.
Numirul 20232%%23 are nu mai mult de 8092 cifre, iar suma cifrelor lui nu depaseste 9 - 8092,
adica

0 < 5(20232°%%) < 9-8092 = 72828.
Numirul S(20232°23) nu depiseste numirul 72828, iar suma cifrelor lui nu depiseste suma
cifrelor numarului 79999 (pastram pentru prima cifra valoarea 7 (ca valoare maxima), iar celelalte
cifre le inlocuim cu valoarea maxima 9). In rezultat obtinem inegalitatea

0 < S(5(2023%023)) < §(79999) = 43.
Similar, numarul S(5(20232923)) nu depaseste numarul 43, iar suma cifrelor lui nu depiseste
suma cifrelor numarului 49 (pastram pentru prima cifra valoarea 4 (ca valoare maxima), iar a doua
cifra o inlocuim cu valoarea maxima 9). Obtinem

0< 5(5(5(20232023))) < 5(49) = 13. *)
Se stie cd la impartirea cu 9 orice numar natural m si suma cifrelor lui dau acelasi rest, adica
m = S(m)(mod 9),vm € N. Deci,
20232023 = (5(2023))2023 = 72023 = (73)674. 7 = 167* . 7 = 7(mod 9).
Corespunzitor, aplicand recursiv de trei ori proprietatea de congruenta modulo 9, avem
S (5(5(20232023))) = 5(5(20232923)) = §(20232°23) = 20232°2% = 7(mod9). (**)
In consecinta, din relatiile (*) st (**), obtinem
5(5(5(20232023))) = 7.

11.4. Fie functia f: R = (0, +0) derivabila, strict descrescatoare, cu f(0) = 1 si f'(0) = —1. Fie
sirul (a,)n=1, definitprin: a; = 1s5i a1 = a,f(ay), Vn = 1. Aratati ca exista limita lim(na,,)
n—-oo

si calculati aceasta limita.

Solutie. Deoarece a; = 1 > 0 si ap+q = anf(a,), Yn = 1, prin inductie matematica Se arata ca
a,>0,vn > 1.

Din faptul ca functia f este strict descrescatoare, rezultd inegalitatile: 0 < a,,1 = a,f(a,) <
a,f(0) = a,, Vn = 1. Deci, sirul (a,)%-, este strict descrescator si marginit inferior de 0. In
concluzie, el este convergent si limita lui L = lima,, > 0.

n—oo

Trecand la limitd in relatia recurentd a,,, = a,f(a,), Vn = 2, din continuitatea functiei f,
obtinem egalitatea L = L - f(L), adicd L- (1 — f(L)) = 0. Daci ar fi L > 0, atunci am obtine
f(L) =1 = f(0), contradictie cu faptul ca functia f este strict descrescatoare. Deci, L = lima,, =

n—-oo

POV
0, ceea ce implica lim — = +oo.
n—oo an

In final, deoarece sirul (n)%_, este strict crescitor si limn = +oo, putem aplica lema Stolz-Cezaro.

n—-oo
Obtinem:
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lim—=lim—”=limM=lim< ——>=
n-oong, n-oon noom+1)—n n-oo\ayy; Ay

o1 1y 1—f(ay)
= (oo~ a0) =

Mentionam ca din derivabilitatea functiei f si continuitatea ei rezulta ca exista limitele

lm%?—f&vz_ﬁm<ﬂ@—f®) 1>=
x>0 \ X f(x) x—0 x—0 f(X)
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Prin urmare, deoarece lima,, = 0, exista limita si pentru sirul

n—-oo

limi = lim (1 — f(an)> =lim <—1 — f(x)> =1,

noend,  noe\ anf(a,) /o x=0\ x - f(x)

ceea ce implica lim(na,) = 1.
n—oo



