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SOLUTIHLE PROBLEMELOR

9.5. Fie trapezul dreptunghic ABCD cu BC || AD,BC > AD,AB 1 BC,m (£BCD) = 60°,
AC? — BD? = 40+/3 . Determinati aria trapezului ABCD.

A D
Solutie. Fie BC = a, AD = b, a > b (vezi
Figura 9.5). Ducem DE 1 BC,E € (BC). Atunci
AD = BE =b, AB=DE =h, CE =a —b.
Cum m («BCD) = m (<ECD) = 60°, din o
triunghiul dreptunghic DEC avem relatia ° E
DE = AB = CE -v/3 =3+ (a — b). Din triunghiurile Figura 9.6

dreptunghice ABC si BED prin aplicarea teoremei Pitagora

obtinem sistemul de relatii:

AC? = BC? + AB? AC? = a* + 3(a — b)?
BD? = BE* + DE*  |BD?=b? + 3(a —b)?’

Din ultimul sistem de relatii avem relatia AC? — BD? = a? — b? = 40+/3. Atunci pentru aria
trapezului ABCD aplicam formula ariei si obtinem

V3 V3

BC + AD a+b
AR — 7.((12_[,2) :7-40\/5: 60 (u.p).

Atrapez:T AB 2 \/§ ‘(a—b) =

Raspuns: A;pqpe, = 60 w.p.

9.6. Pe tabla sunt scrise numerele naturale 1, 2,3, -+, 2k, 2k + 1. Pentru un numar natural nenul
fixat n la fiecare miscare de pe tabla se sterg trei numere a, b, ¢ si pe tabla se scrie numarul egal
cua+b+c+n. Dupd k misciri pe tabla a fost scris numarul n?. Aflati numérul n.

Solutie. Cum la fiecare miscare de pe tabla se sterg 3 numere diferite si se scrie doar un
singur numar, rezultd ca dupa fiecare miscare pe tabld raman cu 2 numere mai putin. Atunci
dupa k misciri pe tabld va rimanea un singur numir, el fiind egal cu n2. Pentru calculul lui n
vom aplica relatia care se bazeaza pe faptul ca la cele k miscari la rezultatul final s-a pastrat
suma numerelor scrise initial pe tabla, addugandu-se de k ori numarul n :

1+2+3++2k+2k+1+k-n=n> & n*—k'n—(k+1)-2k+1)=0 &



n=2k+1

2_ . —J — . =
n?—kont(-k-1-Ck+D=0 o [PZ5T0.

Cum —k — 1 nu este numar natural, rezultd ca n = 2k + 1.
Raspuns: n =2k + 1.

9.7. Determinati toate perechile de numere naturale (x, y) care satisfac ecuatia
(x—y)?—18(x+y) + 81 = 0.

Solutie. Observam ca daca (x,, ¥o) este solutie a ecuatiei din enunt, atunci si (y,, xo) este
deasemenea o solutie a acestei ecuatii. Relatia din enunt este simetrica in raport cu x si y.
Putem presupune ca x = .

Vom arata ca solutiile ecuatiei din enunt sunt patrate perfecte. Avem relatiile

(x—y)2-18(x+y)+81=0 © (x—y)>?—18(x—y)+81 =36y &
(x—y-92=36y & 6/y=|x—y-9],
(y—x)2—-18(y+x)+81=0 & (y—x)2—18(y—x) +81 =36x
(y—x—-9?%=36x & 6JVx=|y—x—-9],
Din relatiile precedente rezultd ca numerele x si y sunt patrate perfecte.

Daca x —y =9, atunci

{6\/§=x—y—9 (:){ \/E—\/;=3 {x=(n+3)2

= :
6Vvx=x—y+9 x—y=3(W\x+.y) y=n% nenN

Daca x —y < 9, atunci

{6ﬁ=9—x+y @{ Vx+.y=3 {x:4

= :
6Vx=x—y+9 x—y=3Wx—y) y=1
Multimea solutiilor S a ecuatiei din enunt se scrie astfel:

S={41),1,4)}u{n*+6n+9,n?)|neNu{(n® ,n*+6n+9)|n€N}.

9.8. Fie AB o coarda fixata in cercul de centru O si raza R. Cercetam toate triunghiurile Inscrise
in acest cerc care au una din laturi segmentul AB. Gasiti locul geometric al punctelor de intersectie
a medianelor acestor triunghiuri.

Solutie. Prin punctul O si mijlocul segmentului AB trasam o dreaptd m. Deoarece

diametrul este trasat prin mijlocul coardei, atunci m L (AB).Notam D = m N (AB),AD = DB =
~=a, 0D =b.

Introducem sistemul de coordonate cu originea in punctul D: axa absciselor Ox = (AB),
semiaxa pozitivd a absciselor este semidreapta (DB, semiaxa negativda a absciselor este
semidreapta (DA, semiaxa pozitiva a ordonatelor este semidreapta (DO. Avem

D =(0,0), 0=(0,b), A=(-a0), B=(a0).



Luam oricare triunghi ABC din cele inscrise in cerc. Fie
coordonatele varfului C sunt: C = (x,y). Segmentul OC
este raza cercului egala cu R. Pe de alta parte, distanta
dintre punctele O si C poate fi gasita cu ajutorul formulei
oc = \/(xc —x0)% + (Yc — Yo)?.
Astfel se indeplineste egalitatea
x?+ (y—b)? =R>. (1)
Fie CD mediana triunghiului ABC, trasatd din
punctul C. Daca notam cu M punctul de intersectie a A
medianelor in triunghiul ABC, atunci CM: MD = 2:1.
Fie punctul M are coordonatele: M = (u, v). Prin
urmare DM = (u,v), MC =2-DM.  Deoarece
MC = (x —u,y — v), atunci

{x—u=2u - {x=3u
y—v=2v y=3v

Din relatia (1) obtinem
x%2 + (y — b)? = R?
(3uw)? + (3v — b)? = R?

b2
9u2+9(v—§> = R?

2

w3 -6

. - . . b - . R
Am obtinut ca distanta intre punctele M si 0, = (O ) este constanta, egala cu s De aceea locul

'3

geometric cautat al punctelor de intersectie a medianelor triunghiurilor inscrise este cercul

C1(04,R,) cu centrul in punctul 0; = (O, S) sirazaR, = g.

Dar observam, ca daca punctul C coincide cu punctul A sau cu punctul B, atunci triunghiul
ABC degenereaza. Deaceea, din cercul obtinut C; (04, R,) trebuie sa excludem 2 puncte — punctele

de intersectie ale acestui cerc cu segmentul AB.

| o

Figura 9.8



