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SOLUTIHLE PROBLEMELOR

9.1. Fie S ={x;,x,} multimea solutiilor ecuatiei x2? —10'%12-x + 1012 = 0. Aratati ca
numirul a = (x;)% + (x,)? este natural si calculati suma cifrelor acestui numar.

Solutie. Conform relatiilor Viete pentru ecuatia din enunt avem relatiile

{xl + xz == 101012
x1 ) x2 = 1012 '

In baza relatiilor Viete stabilim ci
a = (xl)z + (x2)2 = (x1 + XZ)Z - 2 " x1 " x2 = (101012)2 _— 2 . 1012 = 102024 - 2024
Cum 102024 > 22024 5 211 — 2048 > 2024, rezultid ca numirul a este natural. Atunci

a = 10%292* — 2024 = 10%°%* — 1 — 2023 = 999---99999 —2023 = 99---9999 7976.

2024 ori 2020 ori

Daca notam cu s(a) suma cifrelor numaruliui a, atunci obtinem

s(a) =2021-9+4+2-7+ 6 =18189 + 20 = 182009.
Raspuns: Suma cifrelor numarului natural a este egala cu 18209.

9.2. Determinati toate valorile intregi ale parametrului m pentru care ecuatia x> —3x + m = 0
are exact doud solutii intregi.

Solutie. Fie x = k o solutie intreaga a ecuatiei din enunt. Inlocuim in ecuatie si obtinem
egalitatea k3 — 3k + m = 0. Rezultd ci parametrul m are forma m = 3k — k3. Ecuatia din
enunt se scrie astfel:

x3-3x+m=0 © x*-3x+3k—-k¥’=0 &
X2 =-kH-3(x—-k)=0 & (x—-k - &>+kx+k?)-3(x—k)=0

x—k=0

X +kx+k?-3=0

(x—k) - (2 +kx+k*—3)=0 [[



[[ x=k N [[ x=k R
4x% + 4kx + k*+3k?—-12=0 (2x+k)2=12-3k?>0
x:k x:k
x+k)?2=12-3k*20 & |[2x+k)?=12-3k*’>0 <
—-2<k< 2 kezZ ke{-2-11,2}
x=-2 x=2
x=1 sau x=—1.
m=2 m= -2

Raspuns: m = +2.

9.3. Fie triunghiul dreptunghic ABC cu m(£ACB) = 90°, % = g Punctul M este mijlocul catetei
BC. Demonstrati ca m(£ABC) = 2 - m(4CAM).

Solutie. Putem considera BC = 2k, AB = 3k (vezi Figura 9.3). Fie punctul N, situat pe
cateta AC, piciorul bisectoarei unghiului ABC. Notam NC = x. Conform teoremei Pitagora din
triunghiul ABC obtinem

A

AC = +JAB% — AC? = \/9k? — 4k2 = kV5 .
Atunci AN = k+/5 — x si conform teoremei bisectoarei

.. x NC _BC 2
avem relatiile =—=—=-

’ kVS-x AN AB 3

2kVS N
de unde 3x = 2kv5 - 2x & x = —.
i NC _2k/5 _ 25 BC_ 2k _ 2 _2V5 _ NC

ANCl S = =5 2 e B s MC Cj b B
Rezulta ca triunghiurile dreptunghice ACM si BCN sunt M
asemenea si prin urmare: m(£CBN) = m(4CAM). Figura 9.3

Atunci m(8ABC) = 2m(4CBN) = 2m(4CAM).

9.4. Numerele reale pozitive a, b, ¢ satisfac egalitatea a + b + ¢ = 3abc. Demonstrati
inegalitatea



. . . . 9 1,1, 1
Solutie. Egalitatea din enunt este echivalentd cu Sttt —= 3. Pentru numerele

pozitive x,y, z este justd inegalitatea MA — MG x> + y3 + z3 > 3xyz, care va fi aplicati repetat
in urmatoarele relatii:

1 1 1 1 1 1 1 1 1
2'<— b3+ )+3_< b3 1)+(1+ﬁ+ )+($+1+§>2

3(1+1+1) 9 2<1+1+1> =>6 1+1+1
|l — 1) = e —_ = — 4+ — 4+ —
ab bc ca b3 a3 b3 3



