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Soluții 

 

9.1.  Fie  triunghiul 𝐴𝐵𝐶 cu  𝑚(∡𝐴) > 90° și  𝑎 = |𝐵𝐶|,  𝑏 = |𝐴𝐶|,  𝑐 = |𝐴𝐵|  lungimile laturilor lui.  

Arătați că ecuația  

𝑥2 − (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)𝑥 + 𝑏2 + 𝑐2 = 0 

are două  soluții  reale distincte. 

 

Soluție 1.  Este suficient să arătăm  că   ∆> 0,  adică   (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2 − 4(𝑏2 + 𝑐2) > 0. 

În adevăr,  din  𝑚(∡𝐴) > 90° ⇒ 𝑎 > 𝑏, 𝑎 > 𝑐 ⇒  𝑎𝑏 > 𝑏2,   𝑎𝑐 > 𝑐2.  Dar într-un triunghi suma 

lungimilor a doauă  laturi este mai mare ca latura a treia.   Deci  𝑏 + 𝑐 > 𝑎.  Atunci                  

    𝑎 − (𝑏 + 𝑐) ≠ 0   ⇒ (𝑎 − (𝑏 + 𝑐)) 2 > 0  ⇔  𝑎2 − 2𝑎(𝑏 + 𝑐) + (𝑏 + 𝑐)2 > 0  ⇔        

⇔  𝑎2 + 2𝑎(𝑏 + 𝑐) + (𝑏 + 𝑐)2 − 4𝑎(𝑏 + 𝑐) > 0     ⇔  (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2 − 4𝑎(𝑏 + 𝑐) > 0  ⇔   

⇔  (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2 > 4𝑎(𝑏 + 𝑐) ⇔  (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2 > 4(𝑎𝑏 + 𝑎𝑐) > 4(𝑏2 + 𝑐2) ⇔    

⇔  (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2 − 4(𝑏2 + 𝑐2) > 0   ⇔  ∆> 0. 

Deci ecuația are două soluții reale distincte.   

 

Soluție 2.  Este suficient să arătăm  că   ∆> 0,  adică   (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2 − 4(𝑏2 + 𝑐2) > 0. 

În adevăr,  din  𝑚(∡𝐴) > 90° ⇒ 𝑎 > 𝑏, 𝑎 > 𝑐  ⇒  𝑎𝑏 > 𝑏2,   𝑎𝑐 > 𝑐2  

∆= (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2 − 4(𝑏2 + 𝑐2) = 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 2(𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐) − 4(𝑏2 + 𝑐2) = 

= 𝑎2 + 2(𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐) − 3(𝑏2 + 𝑐2) > 𝑎2 + 2(𝑏2 + 𝑐2 + 𝑏𝑐) − 3(𝑏2 + 𝑐2) = 

= 𝑎2 + 2𝑏𝑐 − (𝑏2 + 𝑐2) = 𝑎2 − (𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐) = 𝑎2 − (𝑏 − 𝑐)2 = (𝑎 − 𝑏 + 𝑐)(𝑎 + 𝑏 − 𝑐) = 

= (𝑎 + 𝑐 − 𝑏)(𝑎 + 𝑏 − 𝑐) > 0. 

Într-un triunghi suma lungimilor a două  laturi este mai mare ca latura a treia.   Deci  ∆> 0,  și ecuația 

are două soluții reale distincte.   

 

9.2.  Numerele reale 𝑥, 𝑦, 𝑧 satisfac relația 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 𝑎 , unde 𝑎 este un număr real fixat. Determinați 

valoarea maximală posibilă a sumei  𝑆 = 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥.  Pentru care valori  𝑥, 𝑦, 𝑧  această valoare 

maximală se atinge ? 

 

Soluție.   𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 𝑎    ⇒     𝑧 = 𝑎 − 𝑥 − 𝑦    ⇒    𝑆 = 𝑥𝑦 + 𝑦(𝑎 − 𝑥 − 𝑦) + 𝑥(𝑎 − 𝑥 − 𝑦) =   

= 𝑥𝑦 + 𝑎𝑦 − 𝑥𝑦 − 𝑦2 + 𝑎𝑥 − 𝑥2 − 𝑥𝑦 = −𝑥2 + (𝑎 − 𝑦)𝑥 + 𝑦(𝑎 − 𝑦). 

Considerăm 𝑆 ca funcție de gradul doi în 𝑥  cu coeficientul superior −1, termenul liber  𝑦(𝑎 − 𝑦)  și 

coeficientul lui  𝑥  egal cu 𝑎 − 𝑦.  Deci   𝑆(𝑥) = −𝑥2 + (𝑎 − 𝑦)𝑥 + 𝑦(𝑎 − 𝑦).  Cum −1 < 0 atunci  𝑆 

admite un maxim în  𝑥 =
−(𝑎−𝑦)

−2
=

𝑎−𝑦

2
 . Calculăm acest maximum. 

𝑆 (
𝑎 − 𝑦

2
) = − (

𝑎 − 𝑦

2
)

2

+ (𝑎 − 𝑦) (
𝑎 − 𝑦

2
) + 𝑦(𝑎 − 𝑦) = − (

𝑎 − 𝑦

2
)

2

+
(𝑎 − 𝑦)2

2
+ 𝑦(𝑎 − 𝑦) = 

=
(𝑎−𝑦)2

4
+ 𝑦(𝑎 − 𝑦) =

𝑎2

4
−

2𝑎𝑦

4
+

𝑦2

4
+ 𝑎𝑦 − 𝑦2 = −

3

4
∙ 𝑦2 +

𝑎

2
∙ 𝑦 +

𝑎2

4
. 
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Considerăm această expresie ca o funcție 𝑔(𝑦)  de gradul doi în 𝑦  cu coeficientul superior −
3

4
, termenul 

liber  
𝑎2

4
  și coeficientul lui  𝑦  egal cu  

𝑎

2
 .    Deci  𝑔(𝑦) = −

3

4
∙ 𝑦2 +

𝑎

2
∙ 𝑦 +

𝑎2

4
  .  Valoarea maximă a 

acestei funcții este  în  𝑦 = −
𝑎

2
: 2 ∙ (−

3

4
) =

𝑎

3
,  și este  𝑔 (

𝑎

3
) = −

3

4
∙ (

𝑎

3
)

2
+

𝑎

2
∙

𝑎

3
+

𝑎2

4
=

𝑎2

3
. 

 Cum  𝑥 =
𝑎−𝑦

2
=

𝑎−
𝑎

3

2
=

𝑎

3
  ,   atunci 𝑧 = 𝑎 − 𝑥 − 𝑦 = 𝑎 −

𝑎

3
−

𝑎

3
=

𝑎

3
  .   

Deci maximul sumei  𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥  este  
𝑎2

3
  și se realizează pentru  𝑥 = 𝑦 = 𝑧 =

𝑎

3
 . 

 

9.3.  Pe laturile  𝐵𝐶  și  𝐵𝐹  ale paralelogramului  𝐴𝐵𝐶𝐷 se iau respective punctele  𝐸 și   𝐹  astfel încât 
𝐸𝐵

𝐸𝐶
= 𝑝  și  

𝐹𝐶

𝐹𝐷
= 𝑞 .  Fie  𝑀 punctul de intersecție a dreptelor   𝐴𝐸  și  𝐵𝐹,  iar  𝑁 punctul de intersecție 

a dreptelor   𝐷𝐸  și  𝐵𝐹.  Determinați valorile  raporturilor  
𝐴𝑀

𝑀𝐸
  și  

𝐷𝑁

𝑁𝐸
 . 

 

Soluție.   Trasăm  𝐶𝐿 ∥ 𝐵𝐹  (𝐿 ∈ 𝐴𝐵)  și  fie 𝐾  intersecția dreptelor   𝐶𝐿  și  𝐴𝐸.    

  

   𝐵𝑀 ∥ 𝐶𝐾  ⇒   ⊿𝐵𝐸𝑀 ∼ ⊿𝐶𝐸𝐾  ⇒   
𝐾𝐸

𝐸𝑀
=

𝐶𝐸

𝐸𝐵
=

1

𝑝
 .  (1)  

 

     
𝐴𝑀

𝑀𝐸
=

𝐴𝑀

𝑀𝐾
∙

𝑀𝐾

𝑀𝐸
     (2) 

 

 

 

 

 

     𝐵𝑀 ∥ 𝐾𝐿  ⇒   ⊿𝐵𝑀𝐴 ∼ ⊿𝐿𝐾𝐴  ⇒          
𝐴𝑀

𝑀𝐾
=

𝐴𝐵

𝐵𝐿
=

𝐷𝐶

𝐹𝐶
=

𝐹𝐷+𝐹𝐶

𝐹𝐶
= 1 +

𝐹𝐷

𝐹𝐶
= 1 +

1

𝑞
=

𝑞+1

𝑞
  .  (3) 

       
𝑀𝐾

𝑀𝐸
=

𝑀𝐸+𝐾𝐸

𝑀𝐸
= 1 +

𝐾𝐸

𝑀𝐸
= 1 +

1

𝑝
=

𝑝+1

𝑝
  .     (4) .     

 

Aplicăm (3) și (4)  în  (2)  și obținem           
𝐴𝑀

𝑀𝐸
=

𝑞+1

𝑞
∙

𝑝+1

𝑝
=

(𝑞+1)(𝑝+1)

𝑞𝑝
. 

 

Aplicăm Teorema lui Menelaus în ⊿𝐶𝐷𝐸  și punctele coliniare  𝐹, 𝑁, 𝐵   pe dreptele   𝐷𝐶,   𝐷𝐸,    𝐶𝐸.  

 
𝐵𝐸

𝐵𝐶
∙

𝐶𝐹

𝐹𝐷
∙

𝐷𝑁

𝑁𝐸
= 1  ⇔    

𝐷𝑁

𝑁𝐸
=

𝐵𝐶

𝐵𝐸
∙

𝐹𝐷

𝐶𝐹
=

𝐵𝐶

𝐵𝐸
∙

1

𝑞
=

𝐵𝐸+𝐸𝐶

𝐵𝐸
∙

1

𝑞
= (1 +

𝐸𝐶

𝐵𝐸
) (

1

𝑞
) = (1 +

1

𝑝
) (

1

𝑞
) =

𝑝+1

𝑝𝑞
. 

 

 

9.4. Determinați toate funcțiile 𝑓: 𝑅 → 𝑅, care satisfac proprietatea 𝑓(𝑥 + 𝑎) ∙ 𝑓(𝑥 + 𝑏) = 𝑥, (∀)𝑥 ∈ 𝑅,   
unde 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 sunt numere arbitrare fixate. 

Soluție.  Din 𝑓(𝑥 + 𝑎) ∙ 𝑓(𝑥 + 𝑏) = 𝑥  pentru 𝑥 = 0  obținem 𝑓(𝑎) ∙ 𝑓(𝑏) = 0 ⇒  [
𝑓(𝑎) = 0

𝑓(𝑏) = 0
. 

 

Pentru 𝑥 = 𝑎 − 𝑏 obținem că  𝑓(2𝑎 − 𝑏) ∙ 𝑓(𝑎) = 𝑎 − 𝑏  ⇔   𝑎 − 𝑏 = 0  ⇔   𝑎 = 𝑏 .   
 

Pentru 𝑥 = 𝑏 − 𝑎 obținem că   𝑓(𝑏) ∙ 𝑓(2𝑏 − 𝑎) = 𝑏 − 𝑎  ⇔   𝑏 − 𝑎 = 0  ⇔   𝑏 = 𝑎 .    
 

Astfel, pentru 𝑎 = 𝑏  obținem relația (𝑓(𝑥 + 𝑎))2 = 𝑥,   (∀)𝑥 ∈ 𝑅,  contradicție.  Deci,  nu există funcții 

care ar satisface enunțul. 


