OLIMPIADA REPUBLICANA LA MATEMATICA
A doua zi, 3 martie 2024, Clasa a Vlll-a
Solutii

n?+3n+3
n2+3n+2’
Determinati daca exista n € N* pentru care suma S,, este numar natural.

. 1o 7 13 21
8.5. Pentru orice n € N* consideram suma S,, = sttt Tt

Rezolvare.
n?+3n+3 _ (n%+3n+2)+1 1

n2+3n+2  n2+3n+2 nZ+3n+2
Descompunem in factori expresia n> +3n+2=n +n+2n+2=mn+ 1)(n + 2).

. 1 1 1 1 1
AunciS, = (1+3)+(1+5) + (14 =)+ -+ (1+—=)+ (1+ —=—).

nn+1) (n+1)(n+2)

Pentru orice n € N*este justa reprezentarea

1 1 . .
—— = ——— sjobtinem
(n+1)(n+2) n+1 n+2 ° ’

o=l Lt 14 (-3 (D) () ot (5D 4 G2+ (- 5)

n termeni

Reprezentam

1 1 n
Sn—"+(5—m)—“+2(n+zy

Daci presupunem ca S, € N, atunci rezulta ca

n
2(n+2)
este subunitara.

este numar natural pentru careva n € N*. Aceasta
n
2(n+2)

este imposibil, deoarece fractia

Raspuns: Nu exista.

8.6. Aratati ca pentru orice numere reale pozitive a, b, ¢, d este justa inegalitatea
a b c d > 4

b+c+d = a+c+d a+b+d a+b+c — 3°

Rezolvare. Notam +c+d =2x, a+c+d =2y, a+b+d=2z,a+b+c=2t.
Exprimam numerele a, b, ¢ si d prin numerele pozitive x, y, z si ¢:

3a+3b+3c+3d=2x+2y+2z+2t© a+b+c+d=(x+y+z+1).
— 2y+22+2t—4x’ b ’ d = 2x+2y+2z—-4t
3 3 3 3

Inegalitatea initiald este echivalenta cu inegalitatea:
2y+2z+2t—4x + 2x+2z+2t—-4y + 2x+2y+2t—4z + 2x+2y+2z—4t
6x 6y 6z 6t

A - T Z S -E - -V )
X y x z x t y z y t z t

__ 2x+2z+2t—-4y c = 2x+2y+2t—4z

)

4
>- o
3

Aplicam inegalitatea a + % > 2, adevarata pentru orice numar real pozitiv a, si obtinem
C+H+CE+)+ G+ +C+H)+(E+Y+(5+9)-826-2-8=4.
X y X z X t y z y t z t
Ultima inegalitate este adevarata pentru orice numere reale pozitive,y, z, t.



8.7. Fie triunghiul ABC cu AB > AC, m(4BAC) = 150°. Punctul M este mijlocul laturii BC
punctul D este situat pe latura AR astfel, incit BD = AD + AC, iar AC n DM = {P}. Calculati
masura unghiului 4PD.

Rezolvare. Pe dreapta AB depunem un punct £ astfel incat AE = AC, A € (DE) . Atunci

triunghiul ACE este isoscel cu baza CE. E
m(4CAE) = 180° — 150° = 30°, iar BA
180°-30° D

m(4ACE) = m(8AEC) = = 75"

Observam ca DE = AD + AE = AD + AC = BD,
adica D este mijlocul segmentului BE. B M C

Cum M este mijlocul segmentului BC atunci DM este linie mijlocie a triunghiului BCE si
DM||CE .

Consideram paralelele DP si CE intersectate de secanta CP, atunci unghiurile alterne interne
APD si ACE sunt congruente, adici m(44APD) = m(4ACE) = 75’.
Rispuns: m(4APD) = 75’.

8.8. Determinati toate valorile parametrului real a, astfel incat pentru fiecare dintre ele, ecuatia
x + 2 = a|x — 1] are o solutie reala unica.

Rezolvare. 1.Fiea = 0, atunci x = —2 - singura solutie reala a ecuatiei date.
2. Fie a # 0. Impartim ambele parti ale ecuatiei date la a. Obtinem ecuatia echivalenta

%(x + 2) = |x — 1|. Vom aplica metoda grafica. Vom trasa in acelasi sistem de coordonate

graficele functiilor f: R - R, f(x) = i(x +2) = i X +2 sig:R-> R, g(x) =|x—1| =
—x+ 1,dacax <1,
{ x —1,dacax > 1.
Graficul functiei g reprezinta reuniunea semidreptelor de ecuatiiy = —x +1siy=x—1cu
originile In punctul cu coordonatele (1; 0).

Observam ca pentru orice valoare fixa nenula a lui a
graficul functiei f este o dreapta ce trece prin punctul
cu coordonatele (—2;0) (pentru orice valoare a lui a).

. 1 . <
Dreapta respectiva are panta m = —. Ecuatia data va

avea o singura solutie reala daca si numai daca
graficele functiilor f si g au un singur punct de
intersectie.

2.1. Fie a > 0, atunci este necesar si suficient

ca panta %2 1 ac€(0;1].

S
2.2. Fie a < 0, atunci este necesar si sufficient ca panta% <-1©a€(—10).

Facand o sinteza a rezultatelor obtinute obtinem ca a € (—1; 1].

Raspuns: a € (—1;1].



Solutie 2.

1. Vom rezolva ecuatia pe intervalele x € (—oo,1) si x € [1,4)

2. Pentru x € (—o0,1) avem x — 1 < 0 si obtinem x < 1. In acest caz ecuatia devine:
x+2=alx—1lex+2=a(l—-x) & x+2=a—-ax © (1+a)x=a-2.

2.1. Pentrua = —1obtinem 0-x=-1-2=-3 & x €0.

. . . -2 . .
2.2. Pentru a # —1 obtinem unica solutie x = % sicum x < 1 obtinem

a—2 a+1-3 3
<l & —<1 e 1- <1l e- <0e ——>0¢e
a+1 a+1 a+1 a+1 a+1
©a+1>0e© a>—-1 e ae(—1,+x).
Deci pentru a > —1 avem unica solutie x=a—_2=(1—i)e(—00,1).
a+1 a+1

3. Pentru x € [1,+00) avem x — 1 > 0 si obtinem x > 1. In acest caz ecuatia devine:
x+2=alx—1lex+2=ax—-1)ex+2=ax—ae (a—Dx=a+2.

3.1. Pentrua =1obtinem 0-x=14+2=3 & x€0Q.

3.2. Pentru a # 1 obtinem x = Z—J_ri sicumx > 1 obtinem

+2 -1+3 3 3

1 o >l e 1+—216e —>00a-120 a>1e ac€(1,+x).

a—-1 a—1 a—1 a—1
Determinam valorile parametrului a pentru care solutiile ecuatiei din enunt, obtinute in 2.2. si 3.2. sunt
egale.

a—2 a+2 a+1-3 a—-1+3 3 3 3 3 3 3

= o = o1- =1+ o — = o - =— =
a+1l a-1 a+1 a—1 a+1 a—1 a+l a-1 a+1 1-a
3 3

m=ra<:>a+1 © l-asae —aoa=0¢(1,+»).

Facand o sinteza a celor obtinute avem a € (—1, 1]. Raspuns: a € (—1;1].



