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Clasaa VIll -a
Solutii. Ziua a doua.
8.5. Determinati toate perechile ordonate de numere naturale (x,y) care verifica egalitatea

| 4x% — 4xy + y? —3x — 2y + 56 | + 3x + 2y = 56.

Solutie. Egalitatea din enunt se scrie astfel: |(2x — y)? — (3x + 2y — 56)| = —(3x + 2y — 56) .Notim
m=3x+2y—56, 2x—y=n.0btinem —m =|n*-m|=20 = m <0 = n>—m =0.

Rezuli ¢i n?—-m=-m = n=0 = 2x—y=0 = y=2x. Trecind la variabila x,
obtinem egalitatea |56 —7x| =56 —7x & 56 —7x >0 <& x<8. Cumx€N, x <8, y=
2x, obtinem S = {(x,y)}={(x, 2x) | x€{0,1,2,...,8}} ={(0,0), (1,2), (2,4),...,(8,16)}, in
total 9 perechi de numere.

8.6. Determinati toate perechile ordonate de numere prime (m,n) astfel, incat numerele 2m +n,
m+ 2n sim+ n — 28 sunt numere prime.

Solutie. Deoarece numerele 2m + n, m + 2n sunt prime, rezulta ca numerele prime m si n sunt ambele
impare. Atunci numerele 2m + n si m + 2n sunt numere prime impare, iar suma lor (2m +n) +
(m + 2n) = 3 - (m + n) este un numar par. Cum 3 este un numar impar, rezulta ca numarul m + n este
par. Atunci numarul m +n — 28 este par si prim, adica m+n—28=2 & m+n = 30. Prin
atribuire de valori depistam urmatoarele 6 perechi ordonate de numere prime impare cu suma egala cu
30: (7,23), (11,19), (13,17), (17,13), (19,11), (23,7). In tabel sunt inserate valorile numerelor 2m +
n si m + 2n pentru fiecare dintre cele 6 perechi:

(m,n) (7,23) (11,19) (13,17) (17,13) (19,11) (23,7)
2m+n 37 41 43 47 49 53
m+2n 53 49 47 41 41 37

Din tabel rezulta ca perechile (11, 19) si (19,11) nu satisfac enuntul problemei. Celelalte patru perechi
ramase (7,23), (13,17), (17,13), (23,7) reprezinta toate perechile ordonate de numere prime care
satisfac enuntul problemei.

8.7. Fie triunghiul echilateral ABC. Punctele D, E si F sunt situate pe laturile (BC), (CA) si, respectiv

(AB) astfel, incat dreptele DF si AB sunt perpendiculare, iar dreapta DE este C
mediatoarea segmentului CF. Aflati masura in grade a unghiului DEF. \
Solutie. Cum punctele D si E sunt situate pe mediatoarea segmentului (CF), O D
a1\
rezultd cd DC = DF si EC = EF (vezi figura). e/_—9 |
xf:\\ |
Obtinem congruenta triunghiurilor EDC si EDF, de unde avem urmatoarele f "“\‘\"\ig
egalititi m(2ACB) = m(£ECD) = m(2EFD) = 60° . A& F
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Cum triunghiul BFD este dreptunghic in F, iar triunghiul CDF este isoscel cu DC = DF, atunci obtinem
relatiille:. m(£2ABC) = m(«FBD) = 60°, m(«BDF) = 30°,

m(£CDF) = 150°, m(«DCF) = m(«DFC) = 15°, m(«EDF) = 75°.
Astfel obtinem m(£DEF) = 180° — m (2 EFD) —m (£ EDF) = 45°.

8.8. 16 cutii sunt numerotate cu numere de la 0 la 15. Se iau 2020 de bile si pe fiecare bila se scrie cate
un numar natural de la 0 la 15 inclusiv. Fiecare bila se pune 1n cutia cu acelasi numar ca si pe bild. Dupa
aceasta din cutiile cu numerele 1, 2 si 3 se scot toate bilele, de pe aceste bile se sterge numarul scris initial
si in locul lui se scrie numarul 0, apoi toate aceste bile se pun in cutia 0. Analog, din cutiile cu numerele
12, 13 si 14 se scot toate bilele, de pe aceste bile se sterge numarul scris initial si In locul lui se scrie
numarul 15, apoi toate aceste bile se pun in cutia 15. In rezultatul acestor schimbari media aritmetici a
tuturor numerelor scrise initial pe bile s-a micsorat cu 1—10. Aratati ca exista cel putin doud cutii, pentru

care diferenta pozitiva a numerelor initiale de bile din ele era mai mare sau egala cu 34.

Solutie. Pentru orice k € {0,1,2,...,15} notam cu x;, numarul bilelor cu numarul k scris pe ele. Atunci
media aritmetica a tuturor numerelor scrise initial pe bile a fost egal cu

0'x0+1'xl+2'x2+3'X3+"'+12'x12+13'x13+14'xl4+15'x15
2020 ’

Minic =

iar dupa producerea schimbarilor, media aritmetica a numerelor scrise a devenit egald cu

O0-(xg+x1+x3+x3)+ 4 x4+ -+ 11-x17 +15- (X1 + X153 + X154 + X15)
Mou = 2020 '

: 9 . U T
Diferenta acestor doud medii este egala cu e adica:

X1 —X1a + 2 (X —x93) + 3 (X3 — Xx12) =i
2020 10°

Minit — Myou =

Astfel, am obtinut egalitatea
(21 = x14) + (2 — x93)+(xz — x93) + (3 — x12) + (3 — x12) + (3 — x92) = 202.

In ultima egalitate toate parantezele reprezinta numere intregi, iar suma celor 6 paranteze este egala cu

e . 9 . ., 202
202. Rezulta ca exista cel putin o paranteza care este mai mare decat - = 33,(6).

Deci, exista cel putin doua cutii pentru care diferenta pozitiva a numarului initial de bile din ele este mai
mare sau egala cu 34.



