OLIMPIADA REPUBLICANA LA MATEMATICA
Prima zi, 4 martie 2023, Clasa a Xll-a
Solutii

7.1. Numarul natural n si numarul real a verifica relatia

2024
a—1 +\/|a|—2023+\/2023—|a| _ 0
a+ 1517 a— 2023 o

Determinati ultima cifrd a numarului n.

Solutie.

Din conditiile de existentd a 1/|a| — 2023 si /2023 — |a| obtinem |a| — 2023 > 0si 2023 — |a| = 0,
echivalente cu |a| = 2023 si |a| < 2023. Din ultimele doud inecuatii rezulta |a| = 2023, sau
a = +2023.

_ _+/1al—-2023+,/2023—|a] _
Deoarece numitorul raportului 2023 nu poate fi egal cu zero, obtinem a # 2023.

Pentru a = —2023, obtinem

—2023 -1 N J1-2023] — 2023 + /2023 — |—2023]
"7\ 2023 + 1517 —2023 — 2023

20
> — 0 n— 42024 —( g — 42024
Cum n = 42024 = (42)1012 = 161012 obtinem cd ultima cifrd a numarului n este 6.

Réaspuns: Ultima cifrd a numarului n este 6.

7.2. Mihai scrie pe tabla 17 numere naturale. Demonstrati ca Diana oricand poate alege 5 numere dintre
cele scrise de Mihai, astfel incat suma numerelor alese de Diana sa fie divizibila cu 5.

Solutie.

Restul impartirii la 5 a oricdrui numar natural este 0,1,2,3 sau 4. Fie 4;, unde i € {0,1,2,3,4},
multimea numerelor care au restul i la impartirea la 5. Din datele problemei, fiecare numar scris de
Mihai apartine uneia dintre multimile A4;. Daca fiecare multime A; contine cel putin un numar, atunci
Diana poate alege cele 5 numere cate unul din fiecare multime A;. Astfel, rezultatul sumei acestor 5
numere va avea ultima cifrd 0, ceea ce implica divizibilitatea cu 5.

Dacé cel putin una dintre multimile A; este vida, atunci conform principiul lui Dirichlet (principiul
cutiei), va exista o multime din cele raimase, care va contine cel putin 5 numere. In acest caz, Diana poate
alege 5 numere, care apartin aceleiasi multimi, iar suma lor va fi divizibila cu 5, deoarece ele au acelasi
rest.

7.3. Fie ABC un triunghi ascutitunghic. Perpendiculara dusa in A pe AC si perpendiculara dusa in B pe
AB se intersecteaza in punctul D. Pe latura AD se ia un punct interior E, astfel incat triunghiurile ABD



si CAE sunt congruente. Lungimea laturii AB este de 10 ¢m, iar EB L BC. Calculati perimetrul
triunghiului ABC.
Solutie.

Din conditia cd AABD = ACAE, rezulta £DAB = £ECA. Fie m(4DAB) = a = m(4ECA). Atunci
m(4ADB) = 90" — a = m(4AEC). Fie AB N EC = {F}. In triunghiul AFE, cu m(4EAF) = a si
m(4AEF) = 90" — a, obtinem m(4EFA) = 90°. Astfel, CE L AB.

Din conditia ca AABD = ACAE, rezulta AB = CA, DB = EA. Deoarece AB = CA, rezulta ca AABC este
isoscel. Astfel, m(5ABC) = m(4BCA) = 0,5+ (180" — m(4BAC)) = 45"+ 2.

a

Deoarece EB L BC, obtinem m(4EBF) = 90" — m(4ABC) = 45" — >

Deoarece AB L BD, obtinem m(4EBD) = 90" — m(4EBF) = 45" +~.
Deoarece AEFB este dreptunghic, cu m(4EBF) = 45" — % obtinem \l D
m(4BEF) = 45" + g »
Deoarece AAFE este dreptunghic, cu m(4EAF) = a, obtinem
m(ZAEF) = 90" — a.

Deoarece m(#DEB) = 180° — m(4BEF) — m(3AEF) = 45° + g

obtinem £DEB = «DBE. Astfel, ADEB este isoscel cu DE = DB.
Deoarece DB =EA si DE = DB, obtinem DE = EA. De aici,

obtinem E — mijlocul lui AD. Astfel, BE reprezinta mediand dusa Ar c
catre ipotenuza DA 1n triunghiul dreptunghic DBA. Cum, BE reprezintd mediana dusa catre ipotenuza
DA, obtinem BE = 0,5DA = DE. Deci, ADEB este echilateral.

Deoarece ADERB este echilateral, rezultd m(£EDB) = 60° = 90" — @, sau @ = 30°. Deci, m(£BAC) =
60°.

Deoarece AABC este isoscel cu m(4BAC) = 60°, rezulti ci AABC este echilateral cu lungimea laturilor
egale cu 10 cm. Deci Pyypc = 30 cm.

Raspuns: P45 = 30 cm.

7.4. Determinati toate numerele naturale n, care au exact patru divizori pozitivi, stiind ca suma tuturor
divizorilor pozitivi ai numarului n este de doud ori mai mare decat n.

Solutie:
Deoarece numarul natural n are exact patru divizori pozitivi, rezultd cd numarul are forman =p-gq,

p # q saun = p3, unde p si g sunt numere prime.



Presupunem ca n = p - q. Atunci divizorii pozitivi ai numarului n sunt 1,p,q si p - q. Din datele
problemei obtinem ecuatia 1 + p + q + pq = 2pq, echivalenta cu

pq—-r—q=1 o©p@-D-q+1=2 =@-DpEp-1)=2

Ultima relatie poate avea loc doar in doud cazuri: 1) g —1=1sip—1=2sau2)q—1=2sip—
1=1.Astfel, g =2,p =3sauq = 3, p = 2. In ambele cazuri, obtinem n = 6.

Presupunem cid n = p3. Atunci divizorii pozitivi ai numarului n sunt 1, p, p% si p3. Din datele problemei
obtinem ecuatia 1+ p + p? + p® = 2p3. Deoarece 2p3:ip si (p+p?+p3)ip rezultd 1:p.
Contradictie deoarece p > 2.

Raspuns: n = 6.



