OLIMPIADA REPUBLICANA LA MATEMATICA
Ziua a doua, 3 martie 2024, Clasa a Xll-a

Solutii

12.5. Fie numirul A = Cigps + 3 C3pp4 + 5 Coops + -+ + 2023 - C2023. Determinati numirul
de divizori pozitivi ai numarului A.

Solutie.
(1 +x)%%%* = Clopa + X * Clopa + X% CHopa + X7+ Ciopq + -+ + x2024 - C307¢
Derivand parte cu parte ultima egalitate obtinem

2024(1 + x)2023 = C21024 + ZXC22024 + 3XZC§024_ + b + 2024x20236228222.

Pentru x = 1 si x = —1 obtinem respectiv
2024 - 22023 = 1., + 2C2y,4 + 3C3004 + - + 2024C2021,
0 = Clo2q — 2C5024 + 3C3024 — =+ — 2024C5034.

Adunand parte cu parte ultimele doua egalitati, obtinem
202422023 = 2¢1 ., + 2+ 3C3y,, + -+ 2-2023C33%3

Impartind la 2 ambele parti ale egalitatii, avem A = 1012 - 22023 = 11 - 23 - 22025,

Daci d este divizor pozitiv al lui A, atunci are forma d = 11¢-23/ - 2% unde i = 0,1, j = 0,1,
k = 0,2025. Astfel avem 2 - 2 - 2026 = 8104 divizori pozitivi ai numarului A.

Alta solutie. Scriind A = 2023 - C2022 + 2021 - C20% + -+ + 3+ C3y24 + Cly24, si adunand cu
A= Clopa +3-C3ppa + 5 Caopq + -+ 2023 - C2323, obtinem
ZA = 2024’ (C21024 + C§024 + C25024_ + .-+ C228224_3 = 2024 ' 22023, de Unde

A =1012-22023 = 11 - 23 - 22925 ¢y rationamentele respective.

12.6. Determinati toate primitivele functiei f: (1, ) = R,
2 1
=(=+-+2 >1 *+x%lnx —1).
f(x) (x3 2 x)In(x*+x*Inx—1)

Solutie.

2 1 2 1 1
j(—+—+2x)ln(x4+x21nx—1)dx=f<—+—+2x>ln xz(x2+lnx——> dx =
x3  x x3  x x?

2 1 2 1 1
=||=+-+2x)Inx%dx+ | |[=+—-+2x)In(x*+Inx — = |dx =21, + I,
x3  x x3  x x?

unde



2 1
2 1 u=Inx dv:(—+—+2x)dx
x3  x
I = (—+—+2x)lnxdx= =
x3  x 1 1
du =—dx 17=——2+lnx+x2
X X

(—xiz+lnx+x2)lnx—f(—x%+ilnx+x)dx= (—xiz+lnx+x2)lnx—%———
C4CLGER,

t=x>+Inx——
12=f(xz—3+%+2x)ln(x2+lnx—xi2)dx= dt:(2x+§+;—33€2dx -

u=Int dv=dt

flntdt: du=%dt v=t

=tlnt— [dt =tInt—t+C,=t(Int—1)+C, =

=(x2+lnx—xiz)(ln(x2+lnx—xiz)—1)+C2, C, € R.

Astfel primitivele functiei f sunt: F: (1, o) - R,
1
F(x) = —In?x — Inx — 2x? + (xz +lnx—;>ln(x4 +x?Inx—1)+C,CER..

12.7. Fie ABCA,B,C; o prisma triunghiulara regulata, iar punctul P — mijlocul muchiei BB;.
Punctul Q apartine bazei ABC, iar punctul R apartine fetei laterale ACC;A,, astfel incat
BiRIIPQ, PQ =9 cm, ByR=12 cm, QR = 2v/3 cm. Determinati valoarea maximi a

volumului prismei ABCA,B;C;.

Solutie. Fie K punctul de intersectie a dreptelor BQ si AC.
Deoarece (PQR) L (ABC) si (A{AC) L (ABC) implica RK L (ABC) sirespectiv RK || BB;.
Fie S punctul de intersectie a dreptelor BQ si B;R. Atunci APBQ~AB;BS, iar PQ este linie
mijlocie in AB;BS. Atunci B;S = 18 cm, RS = 6 cm, BQ = QS, BP = PB;.
Notdm prin x = BP = PB; siy = BQ = QS.
RK RS _KS __RK _ 6 _KS
_ XS o RK _

ARKS~AB{BS implich —=-—= =—=— i
ByB  BiS BS  2x 18 2y

respectiv
Ks =2 K=y—2 K=o
- 3y <:> Q - y 3y @ Q - 3y ‘i\“.‘--
R =2 R =2 RK = 2x P o F
= 3x = 3x = 3x - S A




In triunghiul dreptunghic QKR obtinem
1 4
QR*=QK*+RK* o 12 = §y2 +§x2.
Iar 1n triunghiul dreptunghic PBQ obtinem

PQ* = PB? + BQ* & 81 = x + y°.

Sx? 41yt =12

Rezolvam sistemul {9 si obtinem x =3 cm si y = 6v/2 cm, ceea ce implica
x?+y% =81

BlB=6cm,BK=2y—§y=8\/§cm.

_a?y/3 _ 3a%y3 d . . . . .
Vorismei = TB1B =—5 - unde a este lungimea laturii bazei prismei. Valoarea maxima a

volumului prismei se obtine pentru cea mai mare valoare a lui a.

2
. : B
Deoarece BK? > (\/75 a) = \/34,5¢, Obtinem ¢ Aspc < %8 cu egalitate

in cazul cand BK este 1ndltime in triunghiul ABC.

. . . 16vV2 . .
Atunci valoarea maxima a lui a este 5 lar valoarea maxima a
A C

volumului prismei ABCA,B,C; este 256v/3 cm?3.

0
0 0 a

12.8. Fie M=(a 0 0>,P= 0
0 a O

matricelor de forma M™, PX, M™P* n, k € N*. Determinati valorile lui a, pentru care

0
1

o O Qfr

~ | a€ C*. Consideram multimea E a tuturor
0

Qr

multimea E contine exact 2025 de elemente.

10 0 M35 1> s,
Solutie. Observam ca MP = PM = (0 1 O) = [3. Aceasta implica M!ps = pPsll<s,
0 0 1 I3, | =s.
Observam ca
1
0O 0 — — 0
2 3
0 a® 0 @ 0 0 1 ¢ “
M*=({0 0 a?|M*=|0 a3 O] P*= = 0 0 Pi=| 0 =
2 3
a 0 O 0 0 a 1 1
0 = © 0 —
a a

Atunci prin inductie, se arata ca

0 0 a3k+1 0 a3k+2 0
M3k+1 — a3k+1 0 0 — a3kM , M3k+2 — 0 0 a3k+2 — a3k . MZ,
a

0 a3k+1 0



a
M3k3 = ( 0 a3+ ) = a’*- M3, Vk € N.

0 0 a3k+3
1 1
0 a3k+1 O O O a3k+2
3k+1 _ 1 _ 3k 3k+2 _ 1 _ 3k . p2
P+— 0 0 m—a P'P+_a3k+2 0 0 =a 'P,
1 1
a3k+1 0 O 0 a3k+2 0
1
—_— 0 0
a3k+3
P =| 0 —= 0 |=a% P vkeN.
1
0 0 a3k+3

Din conditia ca multimea E are un numar finit de elemente, rezulta ca pentru un oarecare k € N*,
Ip € N*, p >k, astfelincat M3kt = M3P*t adicd a3*+t = g3P*t & 3P~ =1,

Astfel, 3s € N*, astfel incat a®* = 1. Fie s, cel mai mic dintre numerele s pentru care a3s = 1.
Atunci M35 = p3So = [,

Pe de alta parte,

350 350
L a™ eek-1)+2 L a™ eo—k—1)+1
=a , =a .

a3k+1 a3k+1 a3k+2 a3k+2

Ceea ce implica P3k+1 = M3(o—k-1+2 o p3k+2 — p3(so=k-D+1 gk < g
Este evident ca a # 1. Altfel cardE = 3. Amobtinutca E = {M", n=1,2,...,3s,}.

cardE = 2025 implica 3s, = 2025 si respectiv

& a = cos + isin 1<k <2024, (k,2025) = 1.

a+1 2025 2025’
Daci (k,2025) =d # 1§ 2025=d -s, k=d - ¢, atunci a = cos%ﬂ'sin% sias=1,

{azozs — 2km 2km

iar multimea E are s < 2025 de elemente.



