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OLIMPIADA REPUBLICANĂ LA MATEMATICĂ  

Ziua a doua, 3 martie 2024,  Clasa a XII–a  

Soluții 

 

12.5. Fie numărul   𝐴 = 𝐶2024
1 + 3 ∙ 𝐶2024

3 + 5 ∙ 𝐶2024
5 +⋯+ 2023 ∙ 𝐶2024

2023. Determinați numărul 

de divizori pozitivi ai numărului 𝐴. 

 

Soluție.  

(1 + 𝑥)2024 = 𝐶2024
0 + 𝑥 ∙ 𝐶2024

1 + 𝑥2 ∙ 𝐶2024
2 + 𝑥3 ∙ 𝐶2024

3 +⋯+ 𝑥2024 ∙ 𝐶2024
2024 

Derivând parte cu parte ultima egalitate obținem 

2024(1 + 𝑥)2023 = 𝐶2024
1 + 2𝑥𝐶2024

2 + 3𝑥2𝐶2024
3 +⋯+ 2024𝑥2023𝐶2024

2024. 

Pentru 𝑥 = 1 și 𝑥 = −1 obținem respectiv  

2024 ∙ 22023 = 𝐶2024
1 + 2𝐶2024

2 + 3𝐶2024
3 +⋯+ 2024𝐶2024

2024, 

0 = 𝐶2024
1 − 2𝐶2024

2 + 3𝐶2024
3 −⋯− 2024𝐶2024

2024. 

Adunând parte cu parte ultimele două egalități, obținem 

2024 ∙ 22023 = 2𝐶2024
1 + 2 ∙ 3𝐶2024

3 +⋯+ 2 ∙ 2023𝐶2024
2023 

Împărțind la 2 ambele părți ale egalității, avem 𝐴 = 1012 ∙ 22023 = 11 ∙ 23 ∙ 22025. 

Dacă 𝑑 este divizor pozitiv al lui 𝐴, atunci are forma 𝑑 = 11𝑖 ∙ 23𝑗 ∙ 2𝑘, unde 𝑖 = 0, 1̅̅ ̅̅̅, 𝑗 = 0, 1̅̅ ̅̅̅, 

𝑘 = 0, 2025̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . Astfel avem 2 ∙ 2 ∙ 2026 = 8104 divizori pozitivi  ai numărului 𝐴. 

 

Altă soluție. Scriind  𝐴 = 2023 ∙ 𝐶2024
2023 +  2021 ∙ 𝐶2024

2021 +⋯+ 3 ∙ 𝐶2024
3 + 𝐶2024

1 , și adunând cu     

𝐴 = 𝐶2024
1 + 3 ∙ 𝐶2024

3 + 5 ∙ 𝐶2024
5 +⋯+ 2023 ∙ 𝐶2024

2023, obținem  

2𝐴 = 2024 (𝐶2024
1 + 𝐶2024

3 + 𝐶2024
5 +⋯+ 𝐶2024

2023) = 2024 ∙ 22023, de unde 

𝐴 = 1012 ∙ 22023 = 11 ∙ 23 ∙ 22025, cu raționamentele respective. 

 

12.6. Determinați toate primitivele funcției 𝑓: (1, ∞) → ℝ, 

𝑓(𝑥) = (
2

𝑥3
+
1

𝑥
+ 2𝑥) ln(𝑥4 + 𝑥2 ln 𝑥 − 1). 

Soluție.  

∫(
2

𝑥3
+
1

𝑥
+ 2𝑥) ln(𝑥4 + 𝑥2 ln 𝑥 − 1)𝑑𝑥 =∫(

2

𝑥3
+
1

𝑥
+ 2𝑥) ln (𝑥2 (𝑥2 + ln 𝑥 −

1

𝑥2
))𝑑𝑥 = 

= ∫(
2

𝑥3
+
1

𝑥
+ 2𝑥) ln 𝑥2𝑑𝑥 + ∫(

2

𝑥3
+
1

𝑥
+ 2𝑥) ln (𝑥2 + ln 𝑥 −

1

𝑥2
) 𝑑𝑥 = 2 𝐼1 + 𝐼2, 

unde  
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𝐼1 = ∫(
2

𝑥3
+
1

𝑥
+ 2𝑥) ln 𝑥𝑑𝑥 = |

𝑢 = ln 𝑥 𝑑𝑣 = (
2

𝑥3
+
1

𝑥
+ 2𝑥) 𝑑𝑥

𝑑𝑢 =
1

𝑥
𝑑𝑥 𝑣 = −

1

𝑥2
+ ln 𝑥 + 𝑥2

| = 

(−
1

𝑥2
+ ln 𝑥 + 𝑥2) ln 𝑥 − ∫(−

1

𝑥3
+
1

𝑥
ln 𝑥 + 𝑥) 𝑑𝑥 = (−

1

𝑥2
+ ln 𝑥 + 𝑥2) ln 𝑥 −

1

2𝑥2
−
ln2 𝑥

2
−

𝑥2

2
+ 𝐶1, 𝐶1 ∈ ℝ,  

𝐼2 = ∫ (
2

𝑥3
+
1

𝑥
+ 2𝑥) ln (𝑥2 + ln 𝑥 −

1

𝑥2
)𝑑𝑥 = |

𝑡 = 𝑥2 + ln 𝑥 −
1

𝑥2

𝑑𝑡 = (2𝑥 +
1

𝑥
+

2

𝑥3
) 𝑑𝑥

| =  

∫ ln 𝑡 𝑑𝑡 = |
𝑢 = ln 𝑡 𝑑𝑣 = 𝑑𝑡

𝑑𝑢 =
1

𝑡
𝑑𝑡 𝑣 = 𝑡 | = 𝑡 ln 𝑡 − ∫𝑑𝑡 = 𝑡 ln 𝑡 − 𝑡 + 𝐶2 = 𝑡

(ln 𝑡 − 1) + 𝐶2 =  

= (𝑥2 + ln 𝑥 −
1

𝑥2
) (ln (𝑥2 + ln 𝑥 −

1

𝑥2
) − 1) + 𝐶2,   𝐶2 ∈ ℝ.   

Astfel primitivele funcției 𝑓 sunt : 𝐹: (1, ∞) → ℝ,  

𝐹(𝑥) = − ln2 𝑥 − ln𝑥 − 2𝑥2 + (𝑥2 + ln 𝑥 −
1

𝑥2
) ln(𝑥4 + 𝑥2 ln 𝑥 − 1) + 𝐶 , 𝐶 ∈ ℝ  . 

 

12.7. Fie 𝐴𝐵𝐶𝐴1𝐵1𝐶1 o prismă triunghiulară regulată, iar punctul 𝑃 – mijlocul muchiei 𝐵𝐵1. 

Punctul 𝑄 aparține bazei 𝐴𝐵𝐶, iar punctul 𝑅 aparține feței laterale 𝐴𝐶𝐶1𝐴1, astfel încât         

𝐵1𝑅 ∥ 𝑃𝑄,  𝑃𝑄 = 9 cm, 𝐵1𝑅 = 12 cm, 𝑄𝑅 = 2√3 cm. Determinați valoarea maximă a 

volumului prismei 𝐴𝐵𝐶𝐴1𝐵1𝐶1. 

 

Soluție. Fie 𝐾  punctul de intersecție a dreptelor 𝐵𝑄 și 𝐴𝐶.  

Deoarece (𝑃𝑄𝑅) ⊥ (𝐴𝐵𝐶) și (𝐴1𝐴𝐶) ⊥ (𝐴𝐵𝐶) implică 𝑅𝐾 ⊥ (𝐴𝐵𝐶) și respectiv 𝑅𝐾 ∥ 𝐵𝐵1. 

Fie 𝑆 punctul de intersecție a dreptelor 𝐵𝑄 și 𝐵1𝑅. Atunci ∆𝑃𝐵𝑄~∆𝐵1𝐵𝑆, iar 𝑃𝑄 este linie 

mijlocie în ∆𝐵1𝐵𝑆. Atunci 𝐵1𝑆 = 18 cm, 𝑅𝑆 = 6 cm, 𝐵𝑄 = 𝑄𝑆, 𝐵𝑃 = 𝑃𝐵1.  

Notăm prin 𝑥 = 𝐵𝑃 = 𝑃𝐵1 și 𝑦 = 𝐵𝑄 = 𝑄𝑆.  

∆𝑅𝐾𝑆~∆𝐵1𝐵𝑆 implică  
𝑅𝐾

𝐵1𝐵
=

𝑅𝑆

𝐵1𝑆
=
𝐾𝑆

𝐵𝑆
⇔

𝑅𝐾

2𝑥
=

6

18
=
𝐾𝑆

2𝑦
  și 

respectiv  

{
𝐾𝑆 =

2

3
𝑦

𝑅𝐾 =
2

3
𝑥

⇔ {
𝑄𝐾 = 𝑦 −

2

3
𝑦

𝑅𝐾 =
2

3
𝑥

⇔ {
𝑄𝐾 =

1

3
𝑦

𝑅𝐾 =
2

3
𝑥

. 
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În triunghiul dreptunghic 𝑄𝐾𝑅 obținem 

𝑄𝑅2 = 𝑄𝐾2 + 𝑅𝐾2 ⇔ 12 =
1

9
𝑦2 +

4

9
𝑥2. 

Iar în triunghiul dreptunghic 𝑃𝐵𝑄 obținem  

𝑃𝑄2 = 𝑃𝐵2 + 𝐵𝑄2 ⇔ 81 = 𝑥2 + 𝑦2. 

Rezolvăm sistemul {

4

9
𝑥2 +

1

9
𝑦2 = 12

𝑥2 + 𝑦2 = 81
 și obținem   𝑥 = 3 cm și 𝑦 = 6√2 cm, ceea ce implică 

𝐵1𝐵 = 6 cm, 𝐵𝐾 = 2𝑦 −
2

3
𝑦 = 8√2 cm. 

𝑉𝑝𝑟𝑖𝑠𝑚𝑒𝑖 =
𝑎2√3

4
𝐵1𝐵 =

3𝑎2√3

2
, unde 𝑎 este lungimea laturii bazei prismei. Valoarea maximă a 

volumului prismei se obține pentru cea mai mare valoare a lui 𝑎.  

Deoarece 𝐵𝐾2 ≥ (
√3

2
𝑎)
2

= √3𝐴𝐴𝐵𝐶, obținem că 𝐴𝐴𝐵𝐶 ≤
128

√3
  cu egalitate 

în cazul când 𝐵𝐾 este înălțime în triunghiul  𝐴𝐵𝐶.  

Atunci valoarea maximă a lui 𝑎 este 
16√2

√3
, iar valoarea maximă a 

volumului prismei 𝐴𝐵𝐶𝐴1𝐵1𝐶1 este  256√3 𝑐𝑚3. 

12.8. Fie 𝑀 = (
0 0 𝑎
𝑎 0 0
0 𝑎 0

) , 𝑃 =

(

 
 
0

1

𝑎
0

0 0
1

𝑎
1

𝑎
0 0

)

 
 

, 𝑎 ∈ ℂ∗. Considerăm mulțimea 𝐸 a tuturor 

matricelor de forma  𝑀𝑛,   𝑃𝑘,   𝑀𝑛𝑃𝑘,  𝑛, 𝑘 ∈ ℕ∗. Determinați valorile lui 𝑎, pentru care 

mulțimea 𝐸  conține exact 2025 de elemente. 

Soluție. Observăm că 𝑀𝑃 = 𝑃𝑀 = (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) = 𝐼3. Aceasta implică 𝑀𝑙𝑃𝑠 = {
𝑀𝑙−𝑠, 𝑙 > 𝑠,

𝑃𝑠−𝑙, 𝑙 < 𝑠,
𝐼3, 𝑙 = 𝑠.

  

Observăm că  

𝑀2 = (
0 𝑎2 0
0 0 𝑎2

𝑎2 0 0

) ,𝑀3 = (
𝑎3 0 0
0 𝑎3 0
0 0 𝑎3

) ,  𝑃2 =

(

 
 
 
0 0

1

𝑎2

1

𝑎2 
0 0

0
1

𝑎2
0 )

 
 
 
, 𝑃3 =

(

 
 
 

1

𝑎3
 0 0

0
1

𝑎3
0

0 0
1

𝑎3)

 
 
 
 . 

Atunci prin inducție, se arată că 

𝑀3𝑘+1 = (
0 0 𝑎3𝑘+1 

𝑎3𝑘+1 0 0
0 𝑎3𝑘+1 0

) = 𝑎3𝑘𝑀 ,   𝑀3𝑘+2 = (
0 𝑎3𝑘+2 0
0 0 𝑎3𝑘+2

𝑎3𝑘+2 0 0

) = 𝑎3𝑘 ∙ 𝑀2,  
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𝑀3𝑘+3 = (
𝑎3𝑘+3 0 0
0 𝑎3𝑘+3 0
0 0 𝑎3𝑘+3

) = 𝑎3𝑘 ∙ 𝑀3, ∀𝑘 ∈ ℕ.  

𝑃3𝑘+1 =

(

 
 
0

1

𝑎3𝑘+1
0

0 0
1

𝑎3𝑘+1

1

𝑎3𝑘+1
0 0

)

 
 
= 𝑎3𝑘𝑃 ,   𝑃3𝑘+2 =

(

 
 

0 0
1

𝑎3𝑘+2

1

𝑎3𝑘+2 
0 0

0
1

𝑎3𝑘+2
0
)

 
 
= 𝑎3𝑘 ∙ 𝑃2,  

𝑃3𝑘+3 =

(

 
 

1

𝑎3𝑘+3
 0 0

0
1

𝑎3𝑘+3
0

0 0
1

𝑎3𝑘+3)

 
 
= 𝑎3𝑘 ∙ 𝑃3, ∀𝑘 ∈ ℕ.  

Din condiția că mulțimea 𝐸 are un număr finit de elemente, rezultă că pentru un oarecare 𝑘 ∈ ℕ∗,  

∃𝑝 ∈ ℕ∗, 𝑝 > 𝑘,   astfel încât  𝑀3𝑘+𝑡 = 𝑀3𝑝+𝑡 , adică 𝑎3𝑘+𝑡 = 𝑎3𝑝+𝑡 ⇔ 𝑎3(𝑝−𝑘) = 1.    

Astfel,   ∃𝑠 ∈ ℕ∗, astfel încât 𝑎3𝑠 = 1. Fie 𝑠0 cel mai mic dintre numerele 𝑠 pentru care 𝑎3𝑠 = 1. 

Atunci 𝑀3𝑠0 = 𝑃3𝑠0 = 𝐼3.  

Pe de altă parte,   

1

𝑎3𝑘+1 
=
𝑎3𝑠0

𝑎3𝑘+1
= 𝑎3(𝑠0−𝑘−1)+2,

1

𝑎3𝑘+2 
=
𝑎3𝑠0

𝑎3𝑘+2
= 𝑎3(𝑠0−𝑘−1)+1 . 

Ceea ce implică 𝑃3𝑘+1 = 𝑀3(𝑠0−𝑘−1)+2 și 𝑃3𝑘+2 = 𝑀3(𝑠0−𝑘−1)+1, ∀𝑘 < 𝑠0. 

Este evident că 𝑎 ≠ 1. Altfel 𝑐𝑎𝑟𝑑𝐸 = 3.    Am obținut că 𝐸 = {𝑀𝑛, 𝑛 = 1, 2, … , 3𝑠0}. 

𝑐𝑎𝑟𝑑𝐸 = 2025  implică  3𝑠0 = 2025 și respectiv 

{𝑎
2025 = 1
𝑎 ≠ 1

⇔ 𝑎 = cos
2𝑘𝜋

2025
+ 𝑖 sin

2𝑘𝜋

2025
,   1 ≤ 𝑘 ≤ 2024,   (𝑘, 2025) = 1. 

Dacă (𝑘, 2025) = 𝑑 ≠ 1 și 2025 = 𝑑 ∙ 𝑠, 𝑘 = 𝑑 ∙ 𝑡, atunci  𝑎 = cos
2𝑡𝜋

𝑠
+ 𝑖 sin

2𝑡𝜋

𝑠
 și 𝑎𝑠 = 1, 

iar mulțimea 𝐸 are 𝑠 < 2025 de elemente.  


