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Solutii
12.1. Calculati:
s
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I = [%(sinx + x2°2%) In (—) dx = f%sinxln( _ )dx + [°,x2024 ln( _ )dx
_E 1-sinx _E 1-sinx —E 1-sinx
: _..2024 1+sinx) . o
Functia f(x) = x*°“*In (—1_Smx este impara. 1
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. - _ _ 1+sinx _
6 o 1+sinx = . 1+sinx o
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12.2. Rezolvati in C ecuatia |z3 + z| + |z| = |z]3.

Solutie. Observam cd z = 0 este solutie a ecuatiei date.

Pentru z # 0 obtinem |z2 + 1| + 1 = |z2|.

Fiez?2=a+ bi,a,b €R.

Obtinem/(a+1)2+b2+1=Va2+b2 e J(a+1)2+b2=Va2+bh? -1

<
{az—\/a2+b2 az_o {aE(—oo;—l]
S =0e .
Va2 +bh2—-120 (g2>1 b=
Am obtinut z2 = —s? & z = +si,unde s € [1; +).

Atunci S = {0} U {xsi| s €[1; +0) }.

Alta solutie: Este cunoscut ca pentru z,,z, € C*, |z, + z,| = |z1| + |23l © zy = kz,, k ER, k= 0.
Atunci |22 =2+ D+ (D] = |z2+ 1|+ |-1]=|z2+1|+1e22+1=k - (-1),k=0,&
z? = —k — 1,k = 0. Astfel, z? este un numir real mai mic sau egal decat —1, de unde z? = —s? &

z = tsi,unde s € [1; +).

12.3. Fie dreptele necoplanare a si b. Pe dreapta a sunt luate punctele M, N si P, in aceastd ordine,
astfel incat MN = 15 cm, NP = 20 cm. Punctele M, N si P se afla la distanta 17 cm, 25c¢m si 39 cm,
respectiv, de la dreapta b. Determinati distanta dintre dreptele a si b.

P N M a

Solutie. Fie m un plan ce contine dreapta b si este paralel
dreptei a. Fie M, N, P; proiectiile punctelor M, N, P pe planul
m, respectiv. Atunci punctele M;, N;, P; sunt coliniare si

MM, = NN, = PP, = dist(a,m) = dist (a,b) = d.

Py Ny M,




Notam cu A4, B si C proiectiile punctelor M;, N, si Py, respectiv, pe dreapta b.

Atunci MA = 17 cm, NB = 25 cm, PC = 39 cm.

Deoarece [M; P; ] este proiectia lui [MP] pe planul , obtinem M;N; = MN = 15 cm, N;P; = 20 cm.
Atunci

d? = 17% — M, A2,
d? = 252 — N, B2, (1)
d? = 392 — p,C2.

Fie O punctul de intersectie a dreptelor b si M;P;. Fie ca punctele O, A, B, C sunt distincte si sunt

- . - . OP, _ ON, _ OM; _.
situate pe dreapta b in aceastd ordine. Atunci — = — =—. Fiet = OM,.
Pi.C  NiB  M;A
. 354t 15+t ¢t
Obtinem = =
= P,C  NB  MA

t =10 cm, M;A=8cm, N;B=20cm, P,C =36cm, d=15cm.

. Inlocuim ultimele egalitti in sistemul (1) si obtinem:

In cazul altei pozitionari a punctului O pe dreapta b in raport cu punctele 4, B, C, folosind aceleasi
rationamente, se obtine aceeasi valoare a lui d.

Fie ca una dintre valorile M;A, N;B si P;C este egala cu 0, de exemplu, M;A = 0. Atunci punctele
0, M, si A coincidsid = 17, N,B = v/336 cm, P,C = v/1232 cm

< MP; _ MN, 35 15
Pe de alta parte, Pc = N , de unde —= N AT — afirmatie falsa. Astfel, d = 15 cm.

12.4. Determinati toate functiile f: [0 ; %] — R derivabile cu derivata continua, pentru care
Y

fz((f’(x))z + f2(x)(2tg*x + 1)) dx < 2, f (%) =/2.
0

Solutie.

j P00 + 20 2tgPx + 1)) dx =
0

= jz((f’(x))2 + f2(x)tg?x) dx + fzfz(x)(tgzx +1)dx =
0 0

T T T 1
- j (F1G0) — F)tgn)? dx + 2 j F1OOF @) tg () dx + j F20) —=dx =

f (F'(x) — F)tgx)? dx + f (F2(0)) tg(x) dx + f 2(2) -

os2

cos2 X

= ]0 (F/(0) — F)egn)? dx + F (g (IS - fo 0 ——dx + jo F2() —dx =

= fz(f’(x) — f(X)tgx)? dx + 2.
0
Din conditie rezulta ca
jz(f'(x) —f)tgx)?dx<0e f'(x) — f()tgx =0 & f’(x) cosx — f(x)sinx =0 &
S (f(x)cosx) =0 f(x)cosx=C, CER @f(x) =
Conditia f (4) V2 implica € = 1si f(x) =

C eR.

OSX

COSX



