OLIMPIADA REPUBLICANA LA MATEMATICA
A doua zi, 3 martie 2024, Clasa a Xl-a
Solutii

11.5. Fie numerele reale a4, a,, as, ..., yg24 si fie functia f: R = R,
f(x) = a;sinx + a, sin(2x) + a; sin(3x) + -+ + a4 Sin(2024x) ,Vx € R.
Demonstrati c¢d, dacd |f(x)| < |sin x|, Vx € R, atunci este adevarata inegalitatea
lay + 2a, + 3az + - + 2024a,904] < 1.

Solutie. Din |f(x)| < |sinx|,Vx € R, rezulta

f(x)

sin x

<1,vxeR\{mnlneZ}. (1)

Cum lin(l) f(x) = lin(l)(sin x) = 0, functiile f si sin x sunt derivabile si (sinx)’ = cosx # 0 intr-0
xX— xX—

vecinatate a lui 0, putem aplica regula lui I’Hospital pentru calcularea lin(l) %
X—
Asadar,
Cf) L ') _aycosx +a,cos(2x) -2+ ...+ aygp4 c0os(2024x) - 2024
lim —— = lim -— = lim =
x~»0sinx x-0(sinx)’ x-0 COS X

a1 + 2a2 + 3a3 + + 2024612024. (2)

Din rezultatele obtinute in relatiile (1) si (2), obtinem concluzia problemei
- f(x)
lim

x—0Sin x

f)

sin x

= lim <1

x—0

|a1 + 2a2 + 3a3 + -+ 20240,2024' =

11.6. In triunghiul ascutitunghic ABC, A’ si B’ sunt picioarele inaltimilor din A si, respectiv, B. Fie D
un punct de pe arcul mic AC al cercului circumscris triunghiului ABC, astfel incat 0 < m(2CBD) <
m(ACBB'). Fie punctele P si Q, astfel incat {P} = AA" N BD si, respectiv, {Q} = BB’ N AD. Aratati ca
dreapta A'B’ trece prin mijlocul segmentului [PQ].

Solutie.

Fie M mijlocul segmentului [PQ] si H ortocentrul triunghiului ABC.



Din teorema lui Menelaus pentru triunghiul HPQ,
HA'" PM QB' pmM=qm HA'" QB’ HA' PA
PA" QM HB’ PA'" HB' HB' (QB’

B-M-4A& = (1)

Observam
T T T T
m(£AHQ) = m(£AHB') = 57 m(¢<HAB'") = oo m(£A'AC) = oo <E — m(LACB)) =

m(£ACB) = m(£ADB) = m(«QDP).
Asadar,
m(£QHP) + m(«QDP) =1 — m(£AHQ) + m(£QDP) = m.
Deci, patrulaterul HQDP este inscriptibil.
Prin urmare,
m(£AQB") = m(£AQH) =t — m(«HQD) = m(«HPD) = m(£BPA'").

Cum m(£AB'Q) = m(«BA'P) = g, rezulta AAB'Q~ABA'P.
Deci,

PA" BA’ )

QB'  AB" @
In triunghiurile dreptunghice AB'H si BA'H, £AHB’ si £BHA' sunt opuse la varf.
Asadar,
BA" HA' @ PA" HA
AR’ _HB' _ QB' HB"
Deci, am aratat ca are loc relatia (1), de unde si concluzia problemei.

ABHA'~AAHB' =

11.7. Sirul de numere naturale (x,),en+ verifica relatiile: x; = 3, x,41 = x,2 — 2,Vn € N*. Aritati
ca exista limita
xl . xz . x3 oy xn

lim
n-+oo Xn+1
Calculati-o.

Solutie. Vom ardta ca sirul dat este strict crescator si deci are limita +oo.
Avem

Xpi1 > X O X2 —2>x, 9 x,°2—x,—2=(x, - 2)(x, +1) >0 x, > 2,
fapt ce rezulta imediat din inductie.

Asadar,
lim x, = +oo.
n—+oo
Fie sirul (y,)nen+ care verifica relatia y, = x,%,Vn € N*.
Atunci,

R Yni1= =22 =9 =4y +4 = Ynp1 — 4 =Y (0 — 4.
In particular, avem
n1—1>r‘|¥100 y‘)’l - +oo
Vom aduce la o formd mai simpla valoarea
(xl "Xy Xzt xn)z

Xn+1

(x1 Xyt X3 ----xn)z Y1 Y2 Y3 e Yn _ Ynei—4 Y17 Y2 V3O
Xn+1 B Yn+1 - Yn+1 Yn+1 — 4
Yn+1_4_3’1 "Y2 Y3 " Yn-1 _J’n+1_4_}’1'3’2'3’3 T Yn-2
Yn+1 Yn — 4 B Yn+1 Yn-1— 4




yn+1_4'_ 1 zl_yn+1_4' n-+oo 1
Ynt1 Y1—4 5 Y 5
Asadar,
XXy X3t et Xy 1 5
lim = |==—
n—+oo Xn+1 5 5

11.8. Fie numerele reale a,, a,, ..., ag24 care verifica relatiile:
{ a1 > az > > a2024,

sin(a;x) + sin(a,x) + -+ + sin(ayp.4x) = 0,Vx € R.
Demonstrati ca
Ay + Az024 = Az + 023 = *** = Q1912 + A1013 = 0.
Solutie. Fie functia f:R — R,
f(x) = sin(a;x) + sin(a,x) + -+ + sin(azg,4x) , Vx € R.
Cum f(x) = 0,vx € R, avem
f'(x) = ay cos(a;x) + a, cos(azx) + -+ + aypz4 c0s(Az024%) = 0,
f"'(x) = —a,® cos(a;x) — a;* cos(ayx) — *+ — Gzp24° €0s(A2024%) = O.
Observam ca, 1n general, pentru un k par, avem
@D () = a; 2%+ cos(ayx) + a2 cos(ax) + - + ap0242% ! cos(ayg24%) = 0,Vx € R,
iar pentru k impar, avem
fRHD(x) = —a, 21 cos(ayx) — ay 2K cos(ax) — -+ — a4 2%+t cos(aggpax) = 0,Vx € R.
Inlocuind x cu 0 in aceste doua relatii, obtinem
a2+ @, 2K o+ a,0042% =0, VK EN. (1)

Cumay + a, + -+ + ayzpps = 0, avem a; > 0 si aygp4 < 0. Asadar, impartind relatia (1) la a;28*1 si
trecand la limita pentru k, obtinem

a, 2k+1 A2024 2k+1
lim 1+(—) +---+( ) 0. (@
k=+co as as

Daci |a,| > |azg24], atunci |a,| > |asl, |ai| > |asl, ..., la1| > |azg23l.
Asadar,
' a,\2k+1 . ag\2k+1 . Ayp2a)\ 2K H1
lim (— = lim (— == lim =0,
k—+00 \ @y k—+o0 \a4 k—+o00 aq

de unde obtinem

a,\2k+1 Apopq)\ 2K H1
lim |1+ (—) + -+ ( ) = 1, contradictie.
k=t a; a;

Daci |a,| < |ayg24], atunci

a 2k+1
) 2024
lim ( ) = —o0o0.

k—+00 aq

Cum



A\ 2K+
lim (—) <0,vm = 2,2023,

k—=+oo \ aq
rezulta
2k+1 2k+1
. az 2024 .
lim (14 (—) + -+ ( = —oo, contradictie.
k= a; a;

Asadar, ramane |a;| = |a,24| $i cum sunt de semne opuse, avem a,; + a,9,4 = 0. Deci, relatia (1)
devine

a22k+1 + a32k+1 + -+ a20232k+1 = 0, Vk € N
Din rationamente similare cu relatia (2), concluzionam

aq + Q024 = Az + Q023 =+ = Aq012 + A1013 = 0.



