OLIMPIADA REPUBLICANA LA MATEMATICA
Prima zi, 2 martie 2024, Clasa a Xl-a
Solutii

11.1. Fie numerele reale a, b si x, astfel incat 1 <a < bsi0 < x < g Demonstrati ca are loc
inegalitatea as"* - h<°S* > +/ab. Pentru care valori ale numerelor a, b si x are loc egalitatea?

Solutie. Observam cd inegalitatea din enunt se rescrie

bcosx—%2 a%—sinx. (1)

Daci a = 1, relatia (1) devine
COS.?C—1 1
b 221@(cosx—§)-lnb21n1=0.

Cum0 <x < g, rezulta cos x —%2 cosg—%z 0.
Asadar, cum In b > 0, inegalitatea obtinuta este adevarata, cu egalitate pentru valorile
T T
(a,b,x) € {(1,1, t),(l,u,§) |0 <t<z,1< u}.

Ramane de studiat relatia (1) pentru a > 1.
Vom demonstra inegalitatea
1 1
cosx—zzz—sinx@sinx+cosx21. (2)
Cum0 < x < 7,avem 0 < sinx < 1 0 < cosx < 1, de unde
sinx + cosx > sin®x + cos?x = 1,
cu egalitate pentru
; — <in2 sinx#1, cosx#0 i =
{smx—smzx {smx O(:sz.
COSX = COS“ x cosx =1
Asadar, am demonstrat inegalitatea (2), de unde obtinem

—sinx
)

N[~

1 1 .
bcosx—i > bi—smx >q

ceea ce demonstreaza relatia (1).

1 1. .
Pentru a avea egalitate, este necesar ca b “°** ~z = bz~ *""* de unde x = 0. In continuare,
1 . 1 .
p2 SN = 27 s \p=\aes b=a
In concluzie, toate cazurile de egalitate sunt
VA VA
(abx) e{11,0,(1L13) wu 0ot <31 <ul

11.2. In patratul ABCD, punctele M, N si L sunt mijloacele laturilor [AB], [BC] si, respectiv, [CD].
Punctele E si F apartin segmentelor [NC] si, respectiv, [CL], astfel incat dreptele ME si AF sunt
paralele. Aratati ca dreapta EF este tangenta la cercul inscris in patratul ABCD.

Solutie.



K L

Daca E = N sau E = C, atunci dreapta EF coincide cu dreptele BC sau, respectiv, CD, care sunt
tangente la cercul inscris in patratul ABCD.
Ramane sa aratam cazul cand E € (NC) si, prin urmare, F € (LC).
Fara a pierde din generalitate, presupunem AB = BC = CD = DA = 2.
Notimx = CF siy = CE.Observam 0 < x < 1si0 <y < 1,deundex+y <2. (1)
Fie O centrul patratului ABCD. Paralela prin M la dreapta BC intersecteaza dreptele AF si EF in
punctele Q si, respectiv, K.
Din AQ || ME, rezultdi zMAQ = £BME.Cum AM = MB = 1, rezulti AAMQ = AMBE.
Asadar, AQ = ME, de unde rezulta ca patrulaterul AMEQ este un paralelogram.
Prin urmare,

QE =AM =1, QE L ML.
In continuare, vom demonstra ca triunghiul KOE este isoscel cu baza OE.
Cum £LFK si £CFE sunt opuse la varf, rezulta ALFK~ACFE.

Prin urmare,
PR _LF FK = FE LE FE l-x _FE FE KE = KF + FE FE (2)
FE CF CF X x x
De asemenea,
LK LF LK = CE LF 1—-x y—xy
—_—— = f—_—= . = —
CE_ CF cF~- Y % x
—X X+y—x
KO=KL+L0=2"2 41 =277 (a3

X
Cum QF || ME si LF || MB, rezulta £QFL = £EMB. Prin urmare, AQFL~AEMB.
Asadar, folosind AAMQ = AMBE,
FL QL EC 1—x y
MB_EB_EB:> 1 —2_y=>2 2x —y+xy=y=4—4x -4y + 2xy = 0.
Din teorema lui Pitagora pentru triunghiul ECF,
FE?=CF?*+CE*’=x*4+y>=x>+y?+4—4x—4y+2xy = (x +y — 2)%
Deci, folosind relatia (1),
FE = \x?+y?=|x+y—-2|=2—-x—-y=x+y—xy. (4
Din relatiile (2), (3) si (4), rezultd KE = KO, adica triunghiul KOE este isoscel cu baza OE.
Prin urmare, lungimile indltimilor din varfurile O si E sunt egale, adica d(0,EF) = EQ = 1.
Asadar, concluzionam ca dreapta EF este tangenta la cercul inscris in patratul ABCD.

11.3. Fie sirul de numere reale (a,),en+, PeNtru care exista limita



. a, a; as an

lim (—+—+—+---+—) = 2024.
n-+oo \ 1 2 3 n

Aratati ca exista limita

a1+a2 +"'+an

lim
n—-+oo n
Calculati-o.

Solutie. Fie (s;),en un sir de numere reale, astfel incat s, = 0 si

n

ag .

S, = Z?,VTL € N*.
k=1

Atunci, a, =n- (s, — s,-1),Vn € N*.

Prin urmare,
-1

n n n n—-1
ax = Z(k (S — Sk—1)) = ;(ksk) — k2=0((k + 1)Sk) =n-s, — S =

k=1 =1 1

S

=
1l

n

(n+1)-sn—25k.

k=1
Deci,
a,+a,+-+a, n+1 Yk=15k
= Sn d . (1)
n n n
Observam
. n+1
lim =1 . n+1
n—-+oo n f—t hm Sn = 2024 (2)

lim s, =2024 "7t® N

n-+oo
n
t'l’l = Z Sk-

Fie sirul (t,),en, PENtru care
k=1

Din criteriul Stolz-Cesaro, obtinem
t t, — t,_
lim == lim ——2"1_ = lim s, =2024. (3)
n-+oo N n-+oon — (n — 1) n—-+oo
Folosind rezultatele obtinute la (2) si (3) in relatia (1), concluzionam

at+a;+--+a
lim ——2 n— 2024 — 2024 = 0.

n—-+oo n

11.4. Fie f:R — R o functie de doua ori derivabila care satisface urmatoarele conditii:

f(0)=1,f(0)=0,f"(x) = 5f'(x) + 6f(x) = 0,Vx €R.

f(x) = 3e?* —2e3%,vx > 0.

Aratati ca

Solutie. Observam
[ =5f"(x) +6f(x) =f"(x) = 2f"(x) =3f' (x) + 6f(x) =
frx) =2f'() = 3(f' () = 2f(x)). (D)
Fie functia g:R - R, g(x) = f'(x) — 2f (x).
Atunci, g'(x) = f"(x) — 2f"(x).



Din relatia (1), obtinem g'(x) — 3g(x) = 0,vx € R.
gx)—=3g(x)=0=e"3-(g'(x) —3g(x)) = (g(x) -e™3) = 0,vx ER.

Deci, functia g(x) - e 73* este crescitoare, de unde rezultd

g(x)-e™3 > g(0)-e7% = g(0) = f'(0) — 2f(0) = —=2,Vx > 0.

De aici,
f'(x) = 2f(x) = —2e3%,vx = 0.
Prin urmare,
fl(x) e 2 =2f(x)-e 2 = (f(x) - e 2¥) > —2e*,Vx > 0.
Asadar,

(fF(x)-e ™) = =2e*,vx > 0= (f(x) e ?* + 2e*) = 0,vVx > 0.
Deci, functia f(x) - e"2* + 2e* este crescitoare pe intervalul (0, +0).
Cum functia f si cea exponentiald sunt continue n punctul 0, concluzionam
fx)-e™?*+2e*>f(0)+2=3,Vx > 0= f(x) = 3e?* — 2e3*,vx > 0.



