OLIMPIADA REPUBLICANA LA MATEMATICA
A doua zi, 3 martie 2024, Clasa a X-a
Solutii
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10.5. Fie numerele rationale nenule a, b si C, astfel incat a+b+c= “be si numarul
abc

E= (azb2 +1)(bzc2 +1)(C2a2 +l). Aritati ¢ numdrul ~/E este numar rational.

1 1 1
=7.AtUNCi X,y,2€ Q" si —+—=+==XyZ < Xy +YyzZ+2x=x"y’z°.
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Numarul E =(x2y2 +lj[y222 +1j(22x2 +1)=( )( v )( )

Solutie. Notdm 1 X, %Z Y,

1
a C

2
X"+ XY+ YyZ+12ZX
Y 2y S

X2+ XY+ yZ+2X =X+ X°y’2? =X (1+ yzzz), de unde 1+ y?*z° =

X
olsyiz = X(x+ y);z(y+x) ol yir o (x+ y))(§x+ z) n
In mod analog, obtinem 1+ z°x* = w (2) si 1+x%y? :W (3).
y

2 2 2
Cu (1), @) 5 ), obtinem €=U g g - (X+y)(Z*;ZS)(Z+X)§,
Xyz x*y’z

adica \/EEQ.

10.6. Determinati numarul maxim de bile cu raza de 3 cm, ce incap complet intr-un cilindru circular drept
cu diametrul de 14 cm si inaltimea de 6 cm.

Solutie. Indltimea cilindrului coincide cu diametrul bilelor, deci bilele incap complet in cilindru cand se
ating de baza de jos a cilindrului. Ducand un plan paralel cu bazele cilindrului prin mijlocul inaltimii lui,
avem in sectiune cercuri de raza 3 cm, sectiunea Centrala a bilelor.

Deci, problema se reduce la intrebarea: Care este cel mai mare numar de cercuri cu raza de 3 cm,
care se pot include intr-un cerc cu raza 7 cm, fara a avea puncte interioare comune?

Evident, un cerc sau doua cercuri cu raza de 3 cm pot fi incluse intr-un cerc cu raza de 7 cm.
Pentru a vedea, daca putem include trei cercuri mici in cercul mare de raza 7 cm, T

vom determina raza minima R a unui cerc mare, cand cele trei cercuri mici

sunt tangente doua cate doua si sunt tangente la acest cerc mare.

Fie r=3cm si O centrul cercului mare si R raza lui.
Atunci R=0T =0C +CT =0C +r. Vom avea triunghiul ABC ‘k
echilateral, unde punctele A, B, C sunt centrele cercurilor mici.
OoC reprezinté raza cercului circumscris triunghiul ABC,
deci OC = 23 3 (cm) si R=3+2V3 cm.

FEE

Insa raza cercului mare este de 7 cm si 7>3+ 2\/§ 2> \/§ ,
prin urmare pot fi incluse trei cercuri cu raza de 3 cm in cercul mare cu raza de 7 cm.

1



Acum, vom determina raza minima a cercului mare, ca in el sd poata fi incluse 4 cercuri mici.
Evident, cercurile mici trebuie sa fie tangente doua cate doua, atunci centrele lor vor fi varfurile unui

romb cu latura a. Raza cercului mare R:max{%+ r,d—22+r}, unde d, si d, sunt diagonalele
rombului. Deci 4a’ =d} +d; <2max{d?, d}} =2(max{d,,d,}) = max{d,,d,} >av2, cu egalitate

cand d, =d,. Dar R :%max{dl,dz}” Z%a\/iﬂ si va fi minimi cand d, =d,, prin urmare cand

centrele cercurilor mici formeaza un patrat.
Fie r=3cm si O centrul cercului mare. Atunci

R=0T =0A+ AT =OA+r. Vom avea patratul ABCD, unde punctele
A, B,C, D sunt centrele cercurilor mici. OA reprezinta jumatate din

diagonala patratului ABCD cu latura AB =2r =6 cm, deci

ABV2 62
2 2
Dar, raza cercului mare este de 7 cmsi 7 < 3W2+3e4<32=16<18, T

prin urmare nu pot fi incluse 4 cercuri cu raza de 3 cm in cercul mare cu raza de 7 cm.

OA= 3v2(cm) si R=3V2+3cm.

Réaspuns: 3.

10.7. Determinati toate functiile f :R\{1} - R, astfel incat 3f (x)—2f (X—Jrﬂ =x+1.
X —_

. . X+1 . . ) .
Solutie. Inlocuim x cu ;l , atunci proprietatea din enunt divine 3 f (X—H) —-2f(x)= x+l +1.

- x-1 x-1
3f (x)-2f x+1 =x+1 f x+1 +f(x)=x—+l+x+2
. . . x—1 x—-1 x-1
Deci, obtinem sistemul 1 1 = 1
3f(xij—2f(x)=xi+1 3f(x)—2f(xij=x+1
x-1 x-1 x-1

Zf(x—fj+2f(x):zx+12+2x+4 _
X= De unde 3f(x)-x—-1+2f(x)= X+

2f(x—+3:3f(x)—x—l x-1

+2X+4, prin

3% +4x-3
5X—3

3 +4x-3

f
urmare f (x) E

. Ramane de verificat, daca f (X) satisface relatia din enunt:

x+1Y’ X+1
2 2
3f(x)_2f(x_+1j:3.3x +4x-3 , "(x-1 x-1) ~_9x’+12x-9

x—1 5(x-1) 5@3_1} 5(x-1)

.3(x+1)2 +4(x+1)(x-1)-3(x-1)° _ 9% +12x-9 . 3(x2 +2x+1)+4(x2 —1)—3(x2 —2x+1)

(x—1)2-5()(+)1(:)1(+1j 5(x-1) (x-1)-5-2
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_5x*-5  5(x-1)(x+1)
S 5(x-1)  5(x-1)

=X+1. Deci unica functiei care verifica relatia din enunt este

3x* +4x-3
F=-—5s

3x? +4x-3

Raspuns: f(x)= E

10.8. Rezolvati in numere reale sistemul de ecuatii
log ., 2+log, (y* +1)=2
x*+2xy+1=0

Solutie. DVA: x# 0. Dacd y =0, atunci ecuatia a doua devine X* +1=0<«>xe@. Decisi y#0.

Ambii termeni din partea dreapta a primei ecuatii sunt pozitivi, deoarece bazele si expresiile de sub

logaritmi sunt mai mari decat unu. Conform inegalitatii mediilor (aritmetice si geometrice)

log, Yy~ +1
:Iogxz+12+logz(y2+1)22\/Iogxz+12-logz(y2+1):2 IogiEX +1§ 2,flog . (y*+1).

Deci flog,.(y*+1)<l<log, ,(y*+1)<1, deoarece log. (y*+1)>0. Prin urmare,

x> +12y?+1e (x—y)(x+y)=0 (1).

x*+2x% +1+2xy -2x* =0

Din ecuatia a doua urmeazi X* +2xy+1=0 < A ) , &
X" =2X"+1+2xy+2x° =0

Deoarece X =0, conchidem ca (y—x)(y+x)>0, deci (x—y)(x+y)<0 (2).

x—yzoz{y:x

, dar din ecuatia a doua a
X+y=0 y=-X

Din (1) si (2), urmeaza (X—y)(X+ y)=0<:>{
sistemului 0 < x* +1=-2xy = xy <0, prin urmare y = —

a . A . 2 . .
Inlocuind in ecuatia a doua y=-x, avem x*-2x’+1=0< (X2 —1) =0« x=11, si obtinem

solutiile (1,—1) si (~11). Se verificd usor, c ele satisfac ecuatiile sistemului.

Rispuns: S = {(l,—l),(—l, 1)} .



