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Solutii

10.5. Fie P ( X ) un polinom cu coeficienti reali, astfel incat
X-P(x+2022)—(x+2023)-P(x)=2022-x—2023, pentru orice xeR. Aflati restul impartirii
polinomului P(X) la polinomul Q(X)=X*+X .
Rezolvare. Presupunem cd polinomul P(X) verifica relatia din enunt. Deoarece aceastd egalitate este
adevarata pentru orice numar real X, atunci pentru x =0, obtinem —2023-P(0)=-2023 < P(0)=1.

Pentru x = —2023 obtinem —2023- P(—1) = —2023% <> P(~1) = 2023.

Restul impartirii polinomului P(X) la polinomul Q( X ) va fi un polinom de grad mai mic decat 2,
adica va avea forma R(X)=aX +b.

Are loc egalitatea P(x)= (X2 + X) -C(x)+ax+b, pentru orice numar real X, in particular pentru
x=0 sipentru x=-1.

P(0)=0-C(0)+a-0+b {bzl <:>{<'i:_2022
P(-1)=0-C(-1)—a+b 2023=-a+1 b=1
Polinoame care satisfac relatia din enunt existd, de exemplu P (X ) =-2022- X +1.
Raspuns: —2022- X +1

Obtinem sistemul {

10.6. Fie ABC un triunghi ascutitunghic, in care m(£BAC)=60", iar BC =a. Fie M mijlocul laturii
BC, iar [BB,] si [CC,] doud inaltimi ale triunghiului. Calculati suma distantelor de la ortocentrul

triunghiului ABC pana la laturile triunghiului MB,C, .

Rezolvare. A
1. In triunghiul dreptunghic BCB, segmentul MB, este
B
mediang, atunci MB, = o< =2 Idem MC, =2 C
2 2 2 1

2. Consideram triunghiurile AB,C, si ABC. Vom arita

ca ele sunt asemenea. B
. L. . 1
Aceste triunghiuri au unghiul A comun.
Vom ardta ca laturile care formeaza unghiul A sunt

proportionale. C o
A 1 AB . . M
G c0s 60° == Bl , deci aAB,C, ~2aABC, atunci
B AB, 1 . .
BG _AB 1 =BC, = 2 Observam ci triunghiul MB,C, este echilateral cu latura de lungimea a
BC AB 2 2 2

3. Calculém aria triunghiului MBC, :

()52

4 16
a _ a _ a _
A= Ays, + Ac, + Asic, :Z-d(H,MBl)+Z-d(H,MC1)+Z-d(H,BlCl) =S

. Mai putem scrie

a3

2
= alf :%-[d(H;MBl)+d(H;MCl)+d(H;Blcl)]@d(H;MBl)+d (H;MC,)+d (H;Blcl):T.
ay3

Raspuns: ——
P 4




av2023 +b

10.7.  Fie numerele a,b,ceN", astfel incit ————=—= este un numair rational. Aratati ca

a+c+2023
(a2+b2+cz)i(a+b+c).
av2023+b . ay2023+b m

Rezolvare. Fie ————=<€ Q. Atunci —————==—, m,n e N". Obtinem relatia
a+c+/2023 a+cy2023 n

na+/2023 + nb = ma +mc+/2023 < (na—mc)~'2023 =ma—nb, dar a,b,c,m,neN" si

V2023 =177 e R\Q, prin urmare na—mc =0 si ma—nb=0. De unde a="¢ si b="a="m ¢
n n n

2 2
) m m m‘ m
Decl a+b+c=—c+—2 c+c=c| —+—+1/.
n n n n

Avem relatia k*+k® +1=(k* +k +1)(k* —k +1), prin urmare

2 4 4 2 2 2
m m m* m m?> m m?> m
a’+b’+c?=—c*+—c*+c?=c? [—4+—2+1j:02 (_2+_+1j(___+lj:
n n* n

n n> n n> n

2 2
:c(%+%+1}(%c—%c+c]=(a+b+c)(b—a+c). De unde (a”+b”+c*)i(a+b+c).



10.8. Determinati toate valorile parametrului real a, pentru care ecuatia 2-‘2-|x| — az‘ =X—a are exact

trei solutii reale.

Rezolvare. Daca vom considera a =0, atunci obtinem ecuatia 4-|x|=x < x=0.

Pentru a =0 ecuatia are doar o solutie reala, deci a=0.
Consideram functia f:R — R, f(x)=x—a. Pentru orice valoare fixatd a parametrului a graficul

functiei f este o dreaptd cu panta egala cu 1, care este paralela cu dreapta suport a bisectoarelor cadranelor

I siIII. Graficul functiei f intersecteaza axa absciselor in punctul (a ; 0) .
Consideram functia g:R —> R, g(x)= 2-‘2-|X| —az‘ . Observam ci functia ¢ este pari. Vom trasa

graficul functiei g pentru x >0, apoi, printr-o simetrie in raport cu axa Oy, vom trasa graficul functiei g.
2
2 o a
—4x+2a°, daca 0< x<?

Pentru x>0, obtinem g(x)=2:[2x-a’|= )

4x—2a?, daca xz%

Atunci putem scrie:
2

—4x—2a?% daca x< —%

2
4x +2a?, daca —%£x<0

g:R->R, g(x)=

,
—4x+2a?, daca O£x<a?

2
4x—2a?, daca xza?

Observam ca graficul functiei g este reuniunea

a doud semidrepte si a doud segmente. Dreptele
suport ale acestora au pantele -4 sau 4.

Ecuatia initiald va avea trei solutii reale distincte
dacd si numai daca graficele functiilor f si g vor
avea trei puncte comune distincte. Aceasta va avea
loc doar daca graficul functiei f va trece prin

2

punctul (—%;0} sau prin punctul (0;9(0)), adica

prin punctul (0;2a*).
Prin urmare, rezolvam totalitatea:
2 2 _
f —a— =0 _a__a_:O a=0 a__2
2 S| 2 & 1.
f (0)=2a’ -a=2a’ S 2

Raspuns: ae {—2; —%} .



