OLIMPIADA REPUBLICANA LA MATEMATICA
Prima zi, 2 martie 2024, Clasa a X-a
Solutii

10.1. Determinati toate numerele intregi n, pentru care numirul v/n* +17n*+90 este numir natural.
Solutie. Fie v/n* +17n°+90 =k, k e N*. Atunci n*+17n° +90 =k?, urmeaza 4n” +68n” +360 = 4k’ de
unde 4k —(2n? +17) =71e> (2k) —(2n? +17)° =71 (2k+2n2 +17)(2k - 20 ~17) = 71.

Numirul 71 este prim, 2k +2n*+17 este natural si 2k +2n” +17 > 2k —2n* —17 , deci obtinem
2k+2n*+17=71
2k —2n*-17=1

Pentru n =23, se verificd usor conditia din enunt.

,deunde 4n’ +34=70 <= n*=9 < n=43.

Rispuns: ne{-33}.

10.2. Fie numerele reale a, b si c, astfel incat 1<a<b<c sau 0<c<b<a<1. Aratati ca

log, b+log, c+log, a<log,a+log . b+log,c.
Solutie. Notam log, b=x, log,c=y si log, a=z. Atunci pentru ambele cazuri 1<a<b<c sau
O<c<b<a<l,avem x>1, y>1,0<z<1si xyz=1.

Inegalitatea din enunt va avea forma

1 11 YZ + XZ + Xy
X+Y+I<—F+—+—SX+Y+I<— S X+Y+Z<Xy+YyZ+2X (1).
Xy z
VVom demonstra (1):

X+Yy 1
XY+ VYZ4+ZX>X+Y+Z XY+ Z(X+Y) > X+Y+Z S XY+ ——>X+Y+—

Xy Xy
<:>(xy)2 +(X+Yy)>(x+ y)xy+1<:>(xy)2 —1>(X+y)xy—(x+Yy) <

< (xy-1)(xy+1)—(x+y)(xy-1)>0<= (xy-1)(xy +1-x-y)>0 =
< (xy-1)(x(y-1)-(y-1))> 0@(%—1j(x—1)(y—1)> 0=

< (1-z)(x-1)(y—1)>0, ceea ce este adevirat.

10.3. In trapezul ABCD (cu AD||BC), avem AB =17 cm, BC=28 cm, CD=25cm si AD=40cm.
Aflati raza cercului inscris in triunghiul ABC .

Solutie. Fie punctele E si F proiectiile punctelor B si C pe AD, respectiv. In dependenti de pozitionarea
punctelor A si D fata de punctele E si F, vom avea de cercetat urmatoarele cazuri.

Evident, A si D nu se pot afla pe [EF | concomitent, astfel AD < BC, contradictie.



1) Punctul A se afla in stanga lui E (sau poate coincide cu E) si D in dreapta lui F .

Notim AE =X, x>0. AE + DF = AD—BC =12(cm) , deci B C
DF =12—x. Din triunghiurile dreptunghice ABE si DCF , conform
teoremei Pitagora, obtinem BE’ = AB®— AE* si CF® =CD? — DF?
respectiv, de unde 17° — x* = 25* — (12 - x)* < x = -8, contradictie. A E S D

2) Ambele puncte A si D se afla in dreapta lui F (sau A poate coincide cu F).
Notdm AF =X, x>0. Atunci DF = AD + AF =40+ X, si B

conform Teoremei Pitagora in aCFD, avem

CF2=CD?-DF? =25 —(40+x)’ <0, contradictie. AN
E F A D
3) Ambele puncte A si D se afld in stanga lui E (sau D poate coincide cu E). B C

Notam DE = x, x>0. Atunci AE = AD + DE =40+ X, si conform
Teoremei Pitagora in aABE , avem BE? = AB*— AE? =177 —(40+ X)2 <0,
contradictie. (Sau: pentru ca AD > BC, trebuie AB >CD, contradictie.)

yd
A DE F

4) Punctul D se afla pe [EF] (sau D poate coincide cu E), iar A se afld in stanga lui E.
Imposibil, deoarece AD||BC si AD > BC, si se obtine AB>CD. B C
Sau, notam DE =X, x>0, atunci AE = AD—-DE =40-x si

DF = EF — DE = BC — DE = 28— x. Conform Teoremei Pitagora

in aAEB si aDFC, obtinem BE’ = AB*— AE* si CF* =CD?—DF? respectiv,

AED F
de unde 17% —(40—x)* = 25 —(28—x)’ < x =48, dar atunci ED > BC, contradictie.

5) Punctul A se afla pe [EF] (sau A poate coincide cu E ), iar D se afla in dreapta lui F .

Notim AE =x, x>0. DF — AE = AD - BC =12 (cm), deci B c

DF =12+ x. Din triunghiurile dreptunghice ABE si DCF

conform teoremei Pitagora, obtinem BE® = AB* — AE? si

CF? =CD?* - DF? respectiv, de unde 17> —x* =25 —-(12+x)* < x=8. E A F D

Adici AE =8 cm, DF =20 cm, AF =20 cm si CF = BE =+/AB2 — AE2 =15(cm).
Triunghiurile dreptunghice ACF si DCF sunt congruente conform criteriului CC, deci
AC =DC =25cm.

Iniltimea din A dusi pe BC in aABC coincide cu BE, deci aria

A e = % BE-BC = % :15.28=210(cm?) si raza cercului inscris in a ABC

A

2A 2-210

r: =
a+b+c 17+28+25

=6 (cm).

Raspuns: 6 cm.



10.4. Rezolvati in numere reale sistemul de ecuatii
3 3
Xy = X +2X,
x> =X, +2X;
3 _ 3
X; = X, + 2X,

3 3
2022 = Xooo3 T 2)(2024

3 3
Xo023 = Xo24 + 2X0

X

3 3
Xoooa = Xo + 2]
Solutie. Adunand parte cu parte, obtinem X; + X +...+ Xagps = Xg + Xy + e Xogog + 2X0 +2X2 + .0+ 2X5 s
adicd (Xo + X, + ..ot Xagpu ) +(Xg + X0 et X305, ) =0 (D).

Plasam toate numerele X,, X, X,,..., X,,, consecutiv (dupd indici) pe un cerc, ca in figurd. Fiecare

X204 X,

ecuatie din sistem reprezinta o relatie pentru oricare trei numere vecine

X2023

consecutive pe cerc X, X;, X;,; (consideram indicii in ciclu, adica X,p,s = X, ).

i+l
Studiem 3 cazuri posibile:
1) Exista doud numere vecine egale cu zero, adica x, =0 si x,, =0, atunci %

3

©1,urmeaza X, , =0, siin asa mod toti X, =0, i =0,2024 .

din relatia x°, = X, +2x

2) Exista un numar egal cu zero, iar vecini lui sunt nenuli, adica X, =0 si X, X, #0. Atunci din

i+1

relatia. x>, =X +2x°, < x>, =2x>,, avem ci X, si X sunt de acelasi semn. Din

i+1

3 3 3 - . . . 3 3 -
X , =X, +2X & X, =X_,,deci x,_, si X, sunt de acelasi semn. Din X, =X _, +2X’,, deoarece X, , si

X;_, sunt de acelasi semn, urmeazd ca X, , are semnul casi X, , si X, adica X, ;, X, si X, sunt de acelasi
semn. Urmand acest procedeu, conchidem ca toate numerele (ele merg pe cerc) cu exceptia lui X, sunt de

3
& X,y =—2X

i+2 9

. Insa din relatia X° = X, +2x’

i+1 i+2

acelasi semn, inclusiv x urmeaza ca X, si X, suntde

i+2 i

semne opuse, contradictie.

3) Toate numerele sunt nenule, adica toti x, #0, i =0,2024 .

Daca toate numerele sunt de un semn (pozitive sau negative), atunci si expresiile X, + X, +...+ X5, 1
XS+ X 4.+ X3, sunt de acelasi semn, contradictie cu (1).

Daca orice doud numere vecine au semne opuse, atunci X, X,, X,, ..., X,p,, sunt toate de acelasi semn,
contradictie, fiindca X, si X,y,, suntvecine.

Deci exista trei numere vecine, astfel incat x,, <0, x, >0, x,,, >0 sau x,_, >0, x, <0, x,, <0.

i+1 i+1

3
i+1
3
i+1

Daca x_, <0, x. >0, x_, >0, atunci 0> x*, =x + x>, >0, contradictie.

i+1

Daci X, >0, X, <0, X, <0, atunci 0< x’, =X +x’, <0, contradictie

i+l
Prin urmare, unica solutie este (X, X, X1+, X004 ) =(0,0,0,...,0).

Rispuns: S ={(0,0,0,..,0)} .



