Olimpiada Republicana la Matematica
Prima zi, 4 martie 2023, Clasa X-a

Solutii
: : y N VU & . . _2023-m*
10.1. Fie m si n doua numere intregi, astfel incat este un numadr intreg. Aratati ca ———— este
m+n m+n
un numar intreg.
3
Rezolvare. Consideram numarul :
m+n
3 3 m+n)(m?—mn+n?
- m n
Calculim suma + = ( )( ) =m’—mn+n°.
m+n m+n m+n
3 3
Observam ci m” —mn+n’ e Z, stim ci e 7 , atunci eZ.
m+n m+n
2023-m* m®
—F=2023-m- eZ.
m+n m+n

10.2. Fie ABC un triunghi ascutitunghic, iar H un punct din interiorul triunghiului, astfel incat
AB? +CH? =BC?+ AH? = AC* + BH?. Demonstrati ci H este ortocentrul triunghiului ABC.
Rezolvare.

1. Fie CC, L AB,C, € AB si HH, L AB,H, € AB. C

2. AC*-AC?=BC?-BC2, (1),

AH?—AH?=BH?-BH/.  (2)
3. Din ipoteza obtinem AC”—BC? = AH? —BH?, din relatia (1)
obtinem AC*—BC? = AC} —BC/?, iar din relatia (2) obtinem
AH? —BH? = AH? - BH?, atunci

ACZ-BC?=AH?-BH?, (3) | |
A C, H, B

4. Relatia (3) este echivalentd cu
ACZ—(AB-AC,)" = AH? —(AB—AH,)" & AC, = AH, = H CC, .
5. Analog se aratd ca H apartine si celorlalte inaltimi, adica H coincide cu ortocentrul triunghiului ABC.



10.3. Fie expresia E =

3(x+y)(z+t) (1
8 Xy
si cea mai mica valoare posibile ale expresiei E .

Rezolvare. Expresia 8E =(x+y)(z +t)(i+1] _ Ozt ytryzext)(zt+xy)
3 Xy zt Xyzt

1 o .
+ —J ,unde X, y,z,t €[1;3]. Determinati cea mai mare valoare
z

_xzzt+x2yz+yzt2+xy2t+yzzt+xyzz+xzt2+x2yt_£+§ t oy z y t
xyzt y t x z x t

(x z} z y) (y t (t x]
e e e B e I S ) IS
z X y 2 t y) \x t
Stim ca %+9 >2,Va,b >0, cu egalitate cind a =b . Deoarece X, Y, z,t e [1;3] , adica sunt pozitive,
a
. 8E o . A
urmeaza ?24-2=8, adica E >3. Egalitatea are loc cand x=y=2z=t.
Fie a,be[1;3]. Deoarece a<3 (1) si b>1<-30<-3 (2), adunand (1) cu (2), gisim relatia

a—-3b<0 (3). Mai mult, avem a>1<3a>3 (4) si b<3< —-b>-3 (5), adunand (4) cu (5), obtinem
3a—b=>0 (6). Din relatiile (3) si (6), urmeaza (a—3b)(3a—b)<0. Dar acest lucru este echivalent cu

ab>0 2 2
3a2—ab—9ba+3b2SO<:>3(a2+b2)SlOab<:> a’+b SE<:>§+ESE, cu egalitate  cand
ab 3 b a 3
: 8E 10 40 . :
a=1b=3 sau a=3, b=1. Prin urmare, ?34-§=?, adica E <5. Egalitatea are loc, de exemplu,

pentru x=y=1 z=t=3.
Deci avem maxE =5 si minE =3.
(3] [13]

10.4. Determinati toate valorile parametrului real a, pentru care ecuatia VX —9 = ax+ 7a—3 are o solutie
reala unica.

Rezolvare. V/x—9 = ax+7a—3</x—9 :a(\/x—9)2+16a—3<:>a(\/x—9)2—\/x—9 +16a—3=0.

1. Daca a=0, obtinem Yx-9=-3oxed.

2. Fie aeR". Notaim ﬂ=t,t20.0b‘ginem ecuatia a-tz—t+16a—3:O<:>t2—i-t+16—§:O (*)
1 12 _12a-64a’+1_(16a+1)(1-4a)

Calculam A(a)=——-64+ )
( ) a2 a a.2 a.2

2.1. Fie a= % , atunci obtinem ecuatia t* —4t+4 =0 < t=2>0= x =13 este unica solutie.

2.2.Fie a= —% , atunci obtinem ecuatia t* +16t+64=0<t=-8<0=xe .

2.3. Fie A(a) >0<ae [—%; %j \{ 0 } , atunci ecuatia (*) are doua solutii reale distincte. Conform

ipotezei, doar una dintre aceste solutii trebuie sa fie mai mare sau egal cu 0.
9 g . .. .. . . 3 .
Daca vom presupune ca una dintre solutiile ecuatiei (*) este 0, atunci obtinem a:E, deci

t? —% t=0cte {0; %} . Ecuatia data are doud solutii reale.



Fie ae(——; —j\{o;—}. Conditia problemei va fi verificatd daca si numai daca

16—§<0<:>ae ;i . Raspuns: a e 0;i U 1 .
a 16 16 4



