OLIMPIADA REPUBLICANA LA MATEMATICA
Prima zi, 4 martie 2023, Clasa a X-a

BAREM DE EVALUARE
Remarca. Rezolvarea corectd a oricdrei probleme se apreciazd cu 7 puncte.

n’® = .. .. . 2023-m*
este un numar intreg. Aratati ca ———— este
m+n m+n

10.1. Fie m si n doua numere intregi, astfel incat

un numadr intreg.

Rezolvare cu barem de evaluare

. Punctaj
Pas Etape ale rezolvarii J
acordat
3
1. | Se considerd numarul . 1 punct
m+n
3 3
2. | Se calculeazi suma + si se obtine m* —mn+n?, 2 punct
m+n m+n
3. | Seobservici m*~mn+n’eZ. 1 punct
3
4. | Se obtine el. 1 punct
m+n
. . 2023-m"* m®
5. | Se mentioneaza forma numarului ———— =2023-m- . 1 punct
m+n m+n
. 2023-m*
6. [Seobtine ——— € Z. 1 punct
m+n
Punctaj total | 7 puncte
Alta metoda de rezolvare:
. . 5 . . . - n ... . 2023-m*
10.1. Fie m si n doud numere intregi, astfel incat este un numar intreg. Aratati cda ———— este
m+n m+n

un numar intreg.

Rezolvare cu barem de evaluare

Pas Etape ale rezolvarii Puncta)
acordat

1. | Seconchidecd n*=a(m+n),aecZ. 1 punct

: : . 2023-m*
2. | Se studiazd cazul a =0 si se obtine ——— € Z. 1 punct
m+n
n®—an
3. | Se studiaza cazul a #0 si se obtine m= . 1 punct
a
3 2_ .Y\
4. | Se obtine —— = (n a) : 1 punct
C o m+n a’
3 6 4
m n°  3n
5. |Se obtine =—-"—+3n’-a. 1 punct
m+n a a
6. |Sementioneazici n’ia, n®:a® n’= (n3 : n)ia. 1 punct
2023-m*
7. |Se obtine 2023-m el. 1 punct
m+n

Punctaj total | 7 puncte




10.2. Fie ABC un triunghi ascutitunghic, iar H un punct din interiorul triunghiului, astfel incat
AB? +CH? =BC?+ AH? = AC* + BH?. Demonstrati ci H este ortocentrul triunghiului ABC.

Rezolvare cu barem de evaluare

Pas Etape ale rezolvarii zgg:;::
1 Se construieste CC, L. AB,C, € AB si HH, 1. AB,H, € AB 1 punct
(sau celelalte doud cazuri duale: perpendicularele pe AC sau pe BC)
2. | Se obtin relatiile AC*—AC? =BC?-BC/ si AH’—AH?=BH?-BH_. 1 punct
3. | Se obtin relatiile AC*~BC? = AC/ —BC? si AH*-BH? = AH —BH_. 1 punct
4. | Se obtine relatia AC? —BC/ = AH? —BH_. 1 punct
5. |Seobtine AC, = AH,. 1 punct
6. |Seconchidecda H € CC,. 1 punct
7. | Se mentioneaza ca in mod similar H apartine celorlalte inaltimi. 1 punct
Punctaj total | 7 puncte

Remarca: Daca se aratd doar ca ortocentrul verifica relatia din enuntul problemei, se acorda cel

mult un punct.

3(x+y)(z+t
10.3. Fie expresia E= (x+y)( )(iJrlt] unde X,Y,z,te[1;3]. Determinati cea mai mare
z

8 Xy

valoare si cea mai mica valoare posibile ale expresiei E .

Rezolvare cu barem de evaluare

Pas Etape ale rezolvarii Puncta)
acordat

1. | Se obtine 8—E=(§+Ej+ Y 2|, X+£ +(£+§J. 1 punct

3 Z X zZy ty X t
2. | Searatica E>3. 1 punct
3. | Se mentioneaza cand E = 3. (Punctul se acorda doar daca se arata ca E > 3) 1 punct
4. | Se obtin relatiile a—3b<0 si 3a-b>0. 1 punct
5. | Se obtine (a—3b)(3a—b)<0. 1 punct
6. | Se obtine relatia %+ b S% si E<5. 1 punct
a

7. | Se mentioneaza cand E =5. (Punctul se acorda doar daca se aratd ca E <5) 1 punct
Punctaj total | 7 puncte




10.4. Determinati toate valorile parametrului real a, pentru care ecuatia VX —9 = ax+ 7a—3 are o solutie
reald unica.

Rezolvare cu barem de evaluare

Pas Etape ale rezolvarii Punctaj
acordat
. . 2
1. | Se scrie ecuatia data in forma a(Jx—9) —Jx-9+16a-3=0. 1 punct
2 | Se studiaza cazul a=0 si se obtine XeJ. 1 punct
3. | Se obtine ecuatia tz—l-t+16—§=0(*),undet:\/x—9,t20. 1 punct
a a
4. | Se studiaza cazul A(a)=0. 1 punct
. Se conchide ca pentru A(a)> 0 doar una dintre solutiile ecuatiei (*) trebuie sa fie mai 1 punct
" | mare sau egala cu zero.

6. | Se studiazd cazul cand una dintre solutii este zero. 1 punct
7. | Se studiaza cazul cand numai una dintre solutii este pozitiva. 1 punct
Punctaj total | 7 puncte




