Olimpiada Republicana la Matematica
5 marite 2022, Clasa a IX-a
Solutii

Problema 9.1. La centrul ,,Anticovid” din localitatea N au fost aduse vaccinuri de doud tipuri: A si
B. Vaccinurile A erau ambalate, in mod egal, in 9 cutii. Vaccinurile B erau ambalate, de asemenea in
mod egal, in 14 cutii. In total au fost aduse 363 vaccinuri. Céte vaccinuri de fiecare tip au fost aduse
in localitatea N, daca se stie ca numarul vaccinurilor A era mai mare decdt numarul vaccinurilor B?

Solutia 1. Fie x € N* numarul vaccinurilor A dintr-o cutie, iar y e N* numarul vaccinurilor B dintr-

o cutie. Conform conditiei, 9x+14y =363. Evident, y se divide la 3; fie y=3z, ze N". Ecuatia
capata forma
3x+14z =121 (1)
si urmeaza a fi rezolvata in numere naturale.
Din ecuatie se obtine consecutiv:

3x=121-147 =(120-152) +(z+1) =3(40-52) + (z+1) => x=40-5z + ZTH . Fractia obtinuta trebuie

sa fie un intreg; fie ZTH =k, unde ke N*. Rezultd z=3k —1. Astfel, x=40-5(3k —1) +k, adica

x=45-14k. Din (1) se afla 14z =121-3x =121-3(45-14k) =42k —14 , de unde z=3k —1. Dar
atunciy =3z; y =9k —3. S-a aflat solutia generala a ecuatiei (1)
X =45-14Kk,
keN™. 2
y =9k -3,

Cum x si y sunt numere naturale, se impugn conditiile 45—14k >0 si 9k —3> 0, adica % <k< 3%.

Pentru k exista trei posibilitati: k =1, k=2, k=3. Din (2) se afla X si y.

Pentru k =1 se obtine x=31, y=6. Au fost aduse 9x =279 vaccinuri A si 14y =84 vaccinuri B.

Pentru k =2 se obtine x=17, y=15. Au fost aduse 9x =153 vaccinuri A si 14y =210 vaccinuri
B.

Pentru k =3 se obtine x =3, y=24. Au fost aduse 9x =27 vaccinuri A si 14y =336 vaccinuri B.
Astfel, conform conditiei, au fost aduse 279 vaccinuri A si 84 vaccinuri B.

Solutia 2. Fie X e N* numarul vaccinurilor A dintr-o cutie, iar y € N* numarul vaccinurilor B dintr-o

cutie. Conform conditiei, 9x+14y =363. Evident, y se divide la 3; fie y =3z, ze N". Ecuatia capata
forma 3x+14z =121 si urmeaza a fi rezolvata in numere naturale nenule. Din 3x+14z =121

obtinem 14z SlZl@ZS% sicum ze N" obtinem 1323[11141}=8, deci Ze{l, 2,3,4,56,7, 8}.

(cu [x] -am notat partea intreagd a numirului x). Alcatuim urmatorul tabel:

Z 1 2 3 4 5 6 7 8
14z 14 28 42 56 70 84 98 112
121-14z 107 93 79 65 51 37 23 9
—121_14Z=x ge‘N* 31 BeN* ﬁeN* 17 geN* geN* 3
3 3 3 3 3 3

3=y 6 15 24
9x 279 153 27
14y 84 210 336

Astfel, din tabel rezulta ca, conform conditiei, au fost aduse 279 vaccinuri A si 84 vaccinuri B
(279 > 84).




Problema 9.2. Aflati toate functiile T :R — R, care satisfac conditiile f(0)>0 si
f(x+y)=f(x)- (2022-y)+ f(y)- f(2022—x)
pentru oricare X,y €R.
1) Punand x =y =0 in egalitatea din enunt, se obtine

f(0) = f(0)- f(2022)+ f(0)- f (2022) =2 (0)- f (2022) = f(2022) = % (1)
2) Pentru x=2022, y=0 se obtine % = £(2022) = f (2022)- f (2022) + f (0)- f (0) = % +(f(0))?.

Rezulta f(0)= i%. Cum insa f(0)>0, rezulta f(0)= %
3) Pentru y =0 egalitatea din enunt implica
f(x)= f(x)f(2022)+ f (0) f (2022 —x) :% f(x) +% f (2022 —x), de unde rezultd

f (x) = (2022 —x).
4) Folosind egalitatea din enunt, se obtine

%:f(2022):f(x+(2022—x)):f(x)-f(x)+f(x)-f(x):2[f(x)]2 :f(x):i%.

2
Cuminsa f(x)=f GJ%) = Z{f (gﬂ >0, rezulta f(Xx) :% pentru oricare X,y eR.

5) Verificare: partea stanga: f(x+y)= %; partea dreapta:

+

N |-
N |-
N |-
N |~
N |-

Astfel, f(x) :% pentru oricare x € R.

Problema 9.3. n triunghiul scalen ABC notim cu | punctul de intersectie al bisectoarelor.
Demonstrati ca dreapta, care include linia mijlocie a triunghiulu, paralela cu BC, intersecteaza

dreptele Bl si Cl in puncte, situate pe cercul de diametru [Al].

Fie N mijlocul laturii [AB] si M mijlocul laturii [AC]. Fie MNNBI ={F}, MNNCI ={E},
AENBC ={P}, AFNBI={Q}. Este clar ci in APAB, NE este linie mijlocie = [AE]=[PE],
Deciin AAPC CE este bisectore si mediana =

CE L AP. (1)
Analog se arata ca
Bl L AQ. (2)
A
N M
E
I
B C

P Q

Din (1) si (2) = AEIF este inscriptibil si coarda [Al] este opusd unghiului drept KAEC, deci
[Al] este diametru. (Altfel A AFI este dreptunghic cu m(<AFI)=90", rezultd ca[ Al |este diametrul
cercului circumscris triunghiului A AFI . Analog judecand, obtinem A AEl este dreptunghic cu



m(£AEI') =90, rezulta ca[ Al |este diametrul cercului circumscris triunghiului A AEI . Doua cercuri

cu diametrul comun coincid.)
Demonstram ca intr-un triunghi, daca o bisectoare este si mediand, atunci ea este si inaltime.

Y Z
S
Fie in AXYZ, [XS](Se[YZ]) este bisectoare si mediana. Fie ST LXZ, (T eXZ),
SRL XY, (ReXY). Cum [XS] este bisectoare si mediand =YS=SZ, SR=ST. De aici rezultd

congruenta triunghiurilor dreptunghice: ASTZ=ASRZ si ASTX =ASRX. Din aceste congruente
obtinem:

m(LTSX)=m(£RSX ), m(£TSZ)=m(£RSY),

deci m(£ZSX)=m(£YSX)=90" = XS LYZ . Astfel [XS] este indltime in AXYZ .

Problema 9.4. Fie a, b, c numere reale pozitive distincte. Demonstrati, ca ecuatia

(a+b+c)x2+2£E+E+E)x+(1+1+1j:0
b c a a b c

are doua solutii reale distincte.

o . . A (a b cY 111
Fie A discriminantul ecuatiei date. Atunci Alzzz —+—+—| —(a+b+c) _+B+_ =
c a a

__+_+_+2_+2_+26_3_

a? b* ¢ _a _.b _c a a b b c c
TR 2 2 Tt
b ¢ a C a b c

=+ — 4+
b? ¢* a2

In continuare, se evalueaza expresiile din paranteze. Se obtine:

a_z_ngQ_l_ a’—a’b+b’—ab® (a+b)(@®—ab+b*)—ab(a+b) (a+b)(@a—b)’ >0

A b> b a ab? ab? ab?
In mod absolut asemanator se obtin inegalitatile
2 2 2 2
b boc oy BrObof oo € coa @ra-a)
cc c b bc a~ a ¢ ca

Prin adunarea ultimelor trei inegalitdti se obtine, A, >0, prin urmare, ecuatia are doua solutii reale
distincte. Astfel, afirmatia este demonstrata.

Problema 9.5. Multimea de numere 0,1,2,...,2022 este impartita in doua grupe. Prima grupd

contine numerele cu suma pard a cifrelor, iar grupa a doua — CU suma impara a cifrelor. Aflati
diferenta dintre suma numerelor din prima grupa si suma numerelor din grupa a doua.

1) Pentru inceput, vom diviza multimea de numere 0,1,2,...,999 in submultimi a cate 10 numere

naturale incluse respectiv in intervalele:
[0,9], [10,19], [20,29],..., [990,999]. 1)



in fiecare astfel de submultime numerele au ultima cifra 0,1, 2,..,9 in ordine crescatoare. Prin urmare,
oricare doud numere consecutive au sumele cifrelor de paritéti diferite.
2) Numerele k si (1000+k) , unde k €{0,1,2,3,...,999} au sumele cifrelor de paritati diferite.

Avem (1000+k) € {1000,1001,1002,...,1999} . In fiecare dintre submultimile mentionate mai sus (care

contin cate 10 elemente) addugam si numerele de forma 1000+k , pentru toate numerele k din aceasta
submultime.
3) Din acest moment, toate numerele din multimea {0,1, 2, ...,1999} figureaza in submultimi a cate

20 numere in fiecare. In oricare dintre submultimile cu 20 de elemente suma numerelor din prima
grupa (care au suma cifrelor pard), este egala cu suma numerelor din grupa a doua (care au suma

cifrelor impara). De exemplu, pentru submultimea {150,151,152,...,159,1150,1151,1152, ...,1159} se
obtine

150 1151 | 152 1153 | 154 1155|156 1157 | 158 1159
1150 151 |[1152 153 | 1154 155 | 1156 157 | 1158 159

Sau la general, daca k este un numar cu cifra unitatilor 0, atunci in submultimea de 20 de numere care
se obtine in modul precedent obtinem doua grupuri de numere cu sume a cifrelor de aceeasi paritate:

k k+2 | k+4 | k+6 | k+8 | 1000+k+1 | 1000+k+3 | 1000+k+5 | 1000+k+7 | 1000+k+9
k+1 | k+3 | k+5 | k+7 | k+9 | 1000+k 1000+k+2 | 1000+k+4 | 1000+k+6 | 1000+k+8

Se verifica direct ca sumele numerelor din fiecare grup sunt egale cu 5000+10k+45, deci diferenta lor
este 0.

4) In concluzie, pentru multimea {0,1, 2, ...,1999} diferenta dintre suma numerelor din prima

grupa si suma numerelor din grupa a doua este egala cu 0.
5) Pentru numerele raimase 2000, 2001, 2002,...,2022 se calculeaza nemijlocit sumele numerelor
din fiecare grupa. Se obtine:
2000, 2002, 2004, 2006, 2008, 2011, 2013, 2015, 2017, 2019, 2020, 2022 —
12 numere cu suma para a cifrelor;
2001, 2003, 2005, 2007, 2009, 2010, 2012, 2014, 2016, 2018, 2021 -
11 numere cu suma impara a cifrelor.
Diferenta dintre sumele numerelor din aceste grupe este egald cu 2021.
Astfel, diferenta dintre sumele numerelor din cele doua grupe din enunt este egala cu 2021.



