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8.1. Aflati toate solutiile reale ale ecuatiei x3 —9(1 — x)? = x.

Haiizure Bce neiiCTBUTENBHBIC PELICHHS YPABHCHHS 3 — 9(1 — x)2 = x,

Solufie: 3 —9(1-x)?=x & x*-x-9(x-1?=0 © x(x-DEx+D-9x-1)>=0 ©
=D -8x+9)=0 < [ 570 o xe{t,2 N o 14— 7447
Raspuns: ¢ — {1,4 —\7,4+ \/7}

8.2. In triunghiul ABC sunt duse bisectoarea BL si iniltimea BH. Se stie ci BL = 2 BH. Poate oare
triunghiul ABC sa fie un triunghi ascutitunghic ?Argumentati.

B tpeyronbauke ABC npoBenens! Ouccektpuca BL u Beicota BH. M3BectHO, utro BL = 2 BH Moxer nu
tpeyroiabHuK ABC ObITh ocTpoyronsubeiM ? [IpuBenute o60cHOBaHUE.

Solutie: Presupunem ca triunghiul ABC este ascutitunghic. B

Atunci H si L sunt puncte interioare ale laturii AC. Daca BL = e |

2 BH, atunci m(£BLH) =30°, iar m(<HBL) =60". Din /| IS s i
relatia H L

m(z ABL) = m(« ABH) + m(£« HBL) = m(<« ABH) + 60°

rezulti cd m(2ABL) > 60°. Cum BL este bisectoarea unghiului ABC = m(2ABC) = 2- m(£ABL) >
120" = unghiul ABC este obtuz. Am obtinut contradictie cu presupunerea ci triunghiul ABC este
ascutitunghic. Rezulta ca triunghiul ABC nu poate fi ascutitunghic.

8.3. Determinati numerele reale a4, a,, as, a,, care verifica egalitatea

\/a_1+\/a2_1+\/a3_2+\/a4_3=%'(a1+ a2+ a3+ a4)—1.

Haiinure neiicTBUTENBHBIE UUCTA A4, Ay, A3, A4 KOTOPBIE YAOBIETBOPSIOT PABEHCTBY

\/a_1+\/a2_1+\/a3_2+\/a4_3=%'(a1+ a2+ a3+ a4)—1.

Solutie: Expresiile cu radicali din egalitate au sens dacd: a; = 0,a, > 1, a3 = 21 a4 = 3. Avem

- a1+1 \/7_ a,—1+1 az \/7_ az—2+1 a3—1
1/1 al S 1 (az 1) < 1 (a3 2) < 2 2 !
as—3+1 a4—2
J1:(a,-3) < ===

Insuménd obtinem:

1 1 1
1/a1+\/a2_1+\/a3_2+\/a4_3SE'(a1+ a2+ a3+ a4)+§_5_1=

%'(al‘l‘ a2+ a3+ a4)_1.



Inegalitatea devine egalitate daca numerele carora le-am aplicat inegalitatea mediilor sunt egale. Deci a; =
1,a2 = 2,a3 = 3,a4 =4,

Raspuns: a; = 1,a, = 2,a3 = 3,a,4 = 4.

8.4 Punctul O se afla in interiorul triunghiului ABC. Dreapta BO intersecteaza AC in punctul E, iar dreapta

AO intersecteaza BC in punctul D. Aratati ca jg zg = 2, daca si numai daca BD = DC.

Touka O pacnonoxxena BHyTpHu TpeyroibHuka ABC . [Ipsimas BO nepecekaer AC B Touke E, a npsimas AO

AO-EC
nepecekaer BC B Touke D. JlokaxuTte, 4T0 Fob = 2, Torja M ToJIbKO Torna, korma BD = DC.
. . AO‘EC A0 AE A
Solutie: Fie =2 A0-EC=2AF-0D & —=—. .
’ AE-0D 20D EC /\
fX
Construim punctul F € [AD, D € (OF), astfel incat [DF] = [0OD]. Avem / "\ £
relatiile / o
A0 AE A0 AE / 7Y
—_— = & —=—, ////
20D EC OF EC & \ .
: . . . . : D\ €
Conform teoremei reciproce a lui Thales, rezulta ca dreptele CF si BE sunt B \\ /,// &
paralele. Cum ;-:/

[DF] =[0D] = AODB = AFDC (U.LU.) = [BD]=[DC].
Fie [BD] = [DC] = [AD] este mediana a triunghiului ABC. Construim punctul F € [AD, D € (OF), astfel
incat [DF] = [0D]. Cum m(£0DB) = m(£FDC) = AODB = AFDC (L.U.L.) Obtinem ca m(£0BD) =
m(4FCD), ele fiind unghiuri alterne interne, obtinute la intersectia dreptelor BE si CF cu secanta BC.
Rezulta ca dreptele BE'si CFsunt paralele. Conform teoremei directe a lui Thales avem relatiile
AO-EC
AEOD

A0 AE AO AE
OF EC 20D EC

8.5. Aflati toate solutiile reale ale ecuatiei ax? + (a + 1)|x| —a — 1 = 0, unde a este un parametru real.
(] x| reprezinta valoarea absoluta a numarului X).

Solutie. Mentionam cd, dacd numarul x, este o solutie a ecuatiei
ax’+(a+Dlx|—a—-1=0, (1)

atunci numarul —x, de asemenea este o solutie. De aceea, este suficient sd gdsim doar solutiile nenegative
ale ecuatiei (1), la care sa adaugam valorile lor opuse, pentru a obtine toate solutiile.

Deci, mai Intdi vom considera ecuatia (1) pe multimea valorilor x > 0. Pe aceasta multime ecuatia (1)
capata forma

ax?+(a+1)x—a—-1=0 (2)
(deoarece pentru x = 0 avem |x| = x).

Consideram cateva cazuri.



1) Daca a =0, ecuatie (2) este o ecuatic de gradul intdi x —1 =0, care are solutia x = 1. Din
considerentele expuse anterior, ecuatia initiala (1) are solutiile: x; = —1, x, = 1.

In continuare vom considera a # 0, pentru care ecuatia (2) este de gradul doi cu discriminatul
D=(a+1)?+4a(a+1)=(a+1)(5a+1) =5a® +6a+1,

care ofera cateva cazuri.

2) Pentru a € (—1, —g) discriminantul D este negativ si, deci, ecuatia (2) nu are solutii reale. Respectiv,

nici ecuatia (1) nu are solutii.

3) Pentru a = —1 ecuatia (2) capita forma - x? = 0 cu solutia x = 0. Ecuatia (1) in acest caz, de asemenea,
are solutia x = 0.

1 . : 5
4) Pentru a = — 7 ccuatia (2) se aduce la forma - x% + 4x — 4 = 0, care are solutia x = 2. In acest caz,

ecuatia (1) are solutiile x; = =2, x, = 2.
5) Pentrua € (—oo,—1) U ( —g, +00) ecuatia (2) are doud solutii reale

—a—l—\/5a2+6a+1_—a—1 Vv5a2+6a+1

1= 2a 2a 2a
—a—1++V5a2+6a+1 —-a—-1 +5a2+6a+1
X2 = 2a ~ " 2a * 2a '
Conform teoremei lui Viéte,
x1+x2=—a+1, xl.xz:_a+1.
a a

Consideram cazul — aT“ < 0, ceea ce este echivalent cu (a + 1)a > 0, adicd a € (—oo0,—1) U (0, +00). In

acest caz, care se incadreaza in conditiile p.5), ecuatia (2) are o solutie negativa si alta pozitiva, si anume:

—-a-1-V5a2+6a+1

pentru a € (—o, —1) solutia pozitiva este x = , 81 1n acest caz, ecuatia (1) are doua solutii:

2a
—a—1-+v5a2+6a+1 a+1++vV5a2+6a+1
2a ’ 2a ’
—a—-1+V5a2+6a+1

iar pentru a € (0,+o0) solutia pozitivd este x = , sl in acest caz, ecuatia (1) are, de

2a
asemenea, doua solutii:

—a—1++V5a%2+6a+1 a+1—+V5a%2+6a+1
2a ’ 2a

Analog, cazul —aTH > 0 este echivalent cu (a + 1)a < 0, adica a € (—1,0), care, in conditiile p.5), se

1 2 . .. .- . . ..
reduce laa € (— o 0). In acest caz ecuatia (2) are ambele solutii pozitive, iar ecuatia (1) are patru solutii

—a—1—-+vV5a2+6a+1 a+1++V5a2+6a+1
2a ’ 2a ’




—a—1++V5a%2+6a+1 a+1—+V5a%2+6a+1
2a ’ 2a '

Raspuns:

1) Pentru a € (—oo0, —1) avem S = | — a+14+v5a?+6a+1 a+1+V5a?+6a+1
’ N 2a ! 2a .

2) Pentru a = —1 avem S = {0}.
3) Pentru a € (—1, —i) avem S = @.

4) Pentru a = —gavem S ={-2,2}.

1 a+1+Vs5a2+6a+1 a+1+V5a2+6a+1 a+1-V5a2+6a+1 a+1-V5a2+6a+1
5) Pentru a € _E’O avem § = J— , ,— , » .

2a 2a 2a

6) Pentrua = 0 avem S = {—1,1}.

7) Pentru a € (0,+o) avem S = {

a+1-V5a2+6a+1 a+1-V5a2+6a+1
2a ! 2a '



