OLIMPIADA REPUBLICANA LA MATEMATICA
05 martie 2022, Clasaa VIl —a

Solutii

7.1. Mihai a desenat pe tabla cateva triunghiuri dreptunghice, astfel incat oricare doua triunghiuri nu au puncte
comune. In fiecare dintre aceste triunghiuri, Mihai a trasat urmatoarele linii importante (segmente): toate
bisectoarele, toate medianele si indltimea dusa pe ipotenuza. Numarand, cate linii importante a trasat in total in
toate triunghiurile, Mihai a obtinut numarul 44. Determinati cate triunghiuri dreptunghice isoscele a desenat
Mihai pe tabla.

Rezolvare:

Triunghiurile dreptunghice pot fi scalene sau isoscele. Intr-un triunghi dreptunghi scalen Mihai construieste exact
7 segmente importante distincte: 3 bisectoare, 3 mediane si o inaltimea. Intr-un triunghi dreptunghic isoscel,
Mihai construieste exact 5 segmente importante distincte, deoarece mediana, indltimea si bisectoarea construite
din varful unghiului drept coincid. Mentionam, ca nici un segment important dintr-un triunghi nu coincide cu
vreun segment important in alt triunghi. Fie x — numarul de triunghiuri dreptunghice oarecare, iar y — numarul
de triunghiuri dreptunghice isoscele desenate de Mihai. Astfel, obtinem 7x + 5y = 44, unde x,y € N. Cum 7x <
44 six € Nrezulta x € {0,1,2,3,4,5,6}.

Pentru x = 0 se obtine y = % ¢ N. Pentru x = 1 se obtine y = % ¢ N. Pentru x = 2 se obtine y = 6. Pentru
x =3 se obtine y = ? € N. Pentru x =4 se obtine y = % ¢ N. Pentru x =5 se obtine y = g ¢ N.

Pentru x = 6 se obtine y = % ¢ N. Cum unica solutie a ecuatiei 7x + 5y = 44, unde x,y € N este x = 2 si
y = 6, rezulta ca Mihai a desenat 6 triunghiuri dreptunghice isoscele.

Raspuns: Mihai a desenat 6 triunghiuri dreptunghice isoscele.

7.2. Fie triunghiul ABC cu unghiul obtuz ABC. Punctele D si E apartin laturii AC, astfel incat AD = DE = EC,
iar BE L AB si BD 1 BC. Determinati lungimea laturii BC stiind ca perimetrul triunghiului ABC este egal cu

AB 3
12 + 83 Jlar — = —,
(12 +8V3) cm v ;
Rezolvare:
AB 3
Din =3 consideraim AB = /3x iar AC = 3x. Cum C

AD = DE = EC 51 AC = 3x, rezultda AD = DE = EC = x.

Consideram triunghiul dreptunghic ABE, cu BE L AB .
Deoarece AD = DE, rezultd ca BD reprezinta mediana

< . AE
corespunzatoare ipotenuze. Astfel, BD = - =X

Consideram triunghiul dreptunghic DBC, cu BD 1 BC.

Deoarece DE = EC, rezulta ca BE reprezintd mediana

< . cD
corespunzatoare ipotenuze. Astfel, BE = =X

A
Consideram triunghiurile dreptunghice ABE si DBC. Deoarece AE = 2x = CD si BD = x = BE, rezulta ca

AABE = ACBD conform criteriului ipotenuzi-cateti. Astfel, AB = BC. Deci BC = v/3x.

Deoarece  Pyapc = 12+8vV3, obtinem V3x++V3x+3x=12+8V3, x(3+2V3)=12+8V3,

_ 12+48V3 _ . ) _
= Ziz5 = 4 Cum BC = V3x si x = 4, obtinem BC = 4/3 cm.

Rispuns: BC = 4/3 cm.




7.3. Numerele reale x;, Xy, X3, ..., X202 Verifici relatiile —— = 2 = 2 = ... = 22022
’ 1+x1 2+x2 3+X3 2022+x2022 ’
1 2022 - .
- + x— + + -+ ——=1011. Determinati valoarea expresiei x; — x, + X3 — X4 + *** + X3021 — X2022-
1 2 X2022
Rezolvare:
Metoda 1:
. X X X X . X X X
Fie 1 LI 3 — ...=_22022 _ k, atuncl 1 - , 2 — , 2 = ) ey
1+x1 2+x2 3+X3 2022+x2022 1+x1 2+x2 3+X3
X . X k o .
—2022__ — k. Din —— =k, avem x; = k + kx;, x,(1 —k) =k, x; = — . In mod analog, obtinem
2022+X2022 1+X1 1-k ’
2k 3k 2022k 1 2 3 2022 ) 1 2
X, = X3 =——, ., X022 = ——Cum—+—+—+ -+ = 1011, obtinem —— + - +
1-— k 1-k 1-k X1 X2 X3 X2022 ’ _k _k
1- 1-

3 2022 1-k = 2(1-k) . 3(1-k) 2022(1-k) 1-k  1-k , 1-k
4+ 2oy = 1011, + + +o b =———= = 1011 +—+—+
3_’; 2027{" k 2k 3k 2022k "k k k

1
1-k 2022(1-k 2
s+ TE = 1011, 22570 = 1011, 2022(1 - k) = 1011k, 2(1 k) = k, 2~ 2k =k, k=2 Pentru
2 .. -
k= 3 obtinem x; = 2, x, = 4, x3 = 6, ..., X022 = 4044. Astfel valoarea expresiei x; —x, + x3 — x4 + -+
1011 ori
Metoda 2:
. x x x x .1 1 1 1
Din Y =—2="23_=..=—"222 ol —y =—5 = —5 = +++ = —. Conform
14+x4 24+x, 3+x3 2022+x5022 1+— 1+— 1+— 1+
X1 X2 X3 X2022
ietatii iruril d rt 1 bti L ! ! l
roprietatii  sirurilor e rapoarte egale obtinem = = == ey =
prop ! 3 p g ! 1+ L 1+Z T 14 142022
X1 X2 X3 X2022
1+1+1+ +1 2022 2022 2 X1 X3 X3
2022 — = = - Astfel, = = — e =
1+ +1+ +1+ + +1+x 2022+1011 3033 3 1+x, 2+x, 3+x3
2022
x . 2 x 2 x 2 X 2 . 2
¢=—,atunm == 2 === == —22  —=C pj == avem 3x; = 2 +
20224X5022 3 1+x1 3'24x, 3'3+x3 3" 20224x3022 3 14x; 3
2x1, X, = 2. In mod analog, obtinem x; = 2, x, = 4, x3 = 6, ..., X202, = 4044. Astfel valoarea expresiei x; —
x2 +X3 _X4,+"'+x2021 _xzozz = 2—4‘+6_8++4‘04‘2—4‘04‘4‘ = —2—2—2——2 = —2022
1011 ori
Metoda 3:
. x x x x .1 1 1 1
Din —Y—=-—2 =23 _=..=—"222 ot —y =—5 = —5 = ++» = —=. Conform
1+xq 2+x, 3+x3 2022+x3022 1+— 1+— 1+— —
X1 X2 X3 X2022
ietatii  sirurilor  d it le  obti : . : .
roprietatii  sirurilor e rapoarte egale obtinem = = ==y =
prop ! 3 p g ! +L 142 12 142022
X1 X2 X3 X2022
1+1+14-41 2022 2022 ZN i S + by
= = =-NotdmS =x; —x; + X3 — x4 + -+ x — X022
i1t 21131142022 202241011 3033 _ 3 1 2 3 4 2021 2022
X1 X2 X3 X2022

.Xx X X X e A .. . .

Din —— = —% = — = ... = —2%22__ \itilizénd proprietatile sirurilor de rapoarte egale obtinem
1+x1 2+x2 3+X3 2022+x2022 ’ ’ ’
2 X1 X2 X3 %2022 _
3 1+ X1 2+ Xy 3+ X3 2022 + X2022
_ X1 — Xz + X3 — "= X022 _
(1 + x1) - (2 + xZ) + (3 + X3) _ (2022 + xz()zz)
S 2 <
Astfel avem = =, de unde rezulta S = —2022.

(1-2)+(3-4)+---+(2021— 2022)+S 5-1011 S-1011 3

Raspuns: —2022



7.4. Determinati toate numerele naturale de patru cifre abcd , astfel incat abcd = ab + (a)z. (Aici prin pqrs
si Pq se noteazi numerele scrise cu cifrele p, g, 7, s si respectiv p, q, unde p # 0.)

Rezolvare:

Din abcd = ab + (cd)”, obtinem 100 - ab + cd = ab + (cd)”, 99 -ab = (cd)* —cd, 99-ab = cd -
(cd — 1). Din ultima egalitate rezultd cd cd - (cd —1) i 11sicd - (cd — 1) i 9. Consideram cd - (cd — 1)
11 . Cum numerele cd si cd — 1 sunt prime intre ele, obtinem cd : 11 sau (c_d - 1) :11.

Daci cd : 11 rezultd ci cd € {11, 22,33, 44,55, 66,77,88,99}.

Pentru cd = 11 obtinem 99 - ab = 11- 10, ab = 1790 — imposibil. Pentru cd = 22 obtinem 99 - ab = 22 - 21,
ab = %— imposibil. Pentru cd = 33 obtinem 99 - ab = 3332, ab = %— imposibil. Pentru cd = 44 obtinem
99 -ab = 44 - 43, ab = = — imposibil. Pentru cd = 55 obtinem 99 - ab = 55 - 54, ab = 30. Pentru cd = 66

9
obtinem 99 -ab = 66 - 65, ab = % — imposibil. Pentru cd = 77 obtinem 99-ab = 77 -76, ab = 5% -

imposibil. Pentru cd = 88 obtinem 99 - ab = 88 - 87, ab = 22—2— imposibil. Pentru cd = 99 obtinem 99 - ab =

99-98, ab = 98.
Daci (cd — 1) i 11 rezultd cd € {12,23,34,45,56,67,78,89}.

Pentru cd = 12 obtinem 99 - ab = 12+ 11, ab = = — imposibil. Pentru cd = 23 obtinem 99 - ab = 23 - 22,

3
ab = 43—6— imposibil. Pentru cd = 34 obtinem 99 - ab = 3433, ab = %— imposibil. Pentru cd = 45 obtinem

99-ab = 4544, ab = 20. Pentru cd = 56 obtinem 99 - ab = 56 - 55, ab = ? - imposibil. Pentru cd = 67
obtinem 99 -ab = 6766, ab = — — imposibil. Pentru cd = 78 obtinem 99-ab = 7877, ab = — —

imposibil. Pentru cd = 89 obtinem 99 - ab = 89 - 88, ab = %— imposibil
Astfel obtinem abcd € {2045,3055,9899}.
Rispuns: abcd € {2045,3055,9899}

7.5. Demonstrati ca pentru orice numar natural n, numarul m = n* + 41n? + 443, nu poate fi reprezentat ca
suma a doud numere prime.

Demonstratie

Presupunem ci existd doud numere prime p si q, astfel incat n* + 41n? + 443 = p + q. Deoarece n* + 41n? +
443 = n?(n? + 41) + 443 si numerele n? si n? + 41 au paritati diferite, rezultd ¢ numarul n?(n? + 41) este
par, iar numirul n* + 41n? + 443 este impar. Aceasta implicd ci p + g este un numir impar. Astfel numerele p
si q au paritati diferite. Cum p si g sunt numere prime, rezulta ca unul din ele este egal cu 2. Fie p = 2. Pentru
p = 2, relatia n* + 41n%? + 443 = p + q capiti forma n* + 41n? + 441 = q. Observim ci n* + 41n? +
441 =n*+42n2 + 441 —n? = (n?> + 21)?2 —n? = n? + 21 —n)(n®> + 21 +n). Obtinem (n?+ 21—
n)(n? + 21 + n) = q. Deoarece n? + 21 + n = 21 si n? + 21 —n > 21 si din faptul cd (n? + 21 —n)(n? +
21 + n) = q rezulta ca numarul q reprezinta produsul a doua numere naturale fiecare din ele diferite de 1. Ceea
ce este contradictie cu faptul ca q este numarul prim.

Astfel nu existd numerele prime p si g, astfel incat n* + 41n? + 443 = p + q.



