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Solutii

. . .37 __3cos(2x)—4sin(2x)+cos x—3 sin x . . C e
12.1. Fie functia f: [n, 2] - R, f(x) = (Sinx+3 cos x 12072 . Determinati primitiva

F: [n; 37"] — R a functiei f, pentru care F (37") = ﬁ

Solutie.

dx =
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Astfel, am obtinut F(x) = — - + .
> ’ ( ) 2020(sin x+3 cos x )2020  2021(sin x+3 cosx )2021 ~ 2020

12.2. Fie piramida VABC, in care AB = 7 cm,AC = 5 cm,BC = 8 cm,VB = 6 cm, iar unghiurile
diedre de la baza ABC sunt congruente. Sa se determine distanta de la punctul P la muchia VA,
unde AP este bisectoare in triunghiul ABC.

Solutie. Proiectia varfului VV pe baza ABC este centru O al cercului
nscris in triunghiul ABC. Fie M si N punctele de tangenta ale
laturilor AB si BC, respectiv, cu cercul inscris n triunghiul ABC.
Utilizand formula lui Heron, calculim Apapc = 103 cm?.
Atunci OM = ON = +/3 cm.

Aplicand teorema despre tangentele duse dintr-un punct exterior
cercului, obtinem BN = 5 cm, AM = 2 cm.

Atunci OB = 2/7 cm, A0 = /7 cm.

Calculam VO = 2v/2 cmsi VA = /15 cm.




Fie AP — bisectoarea unghiului A. Conform teoremei bisectoarei obtinem PB = 13—4 cm. Atunci

5V7 . 10 . . -
AP ==—cmsi VP = — cm. Fie d — distanta de la punctul P la muchia VA.
AWNCI Aypy = AP - OV = SVA - d implica d = 2% ¢m

12.3. Fie numdrul complex z, pentru care z2°29|z| + z i = 0. Determinati multimea valorilor

expresiei
E = 72020 _ 52019; 4 ... 4 (—1)kz2020-kjk 4 . 4 7j 4 1.

Solutie 1. z2°2°|z| +Zi=0© 2292 |z| + zZi =0 © z2?Yz| + |z]?i = 0 &
|z| =0

lz| =1.
Pentru |z| = 0, E = 22020 — 22019} 4 ... 4 (—1)kz2020=kjk 4 .4 7zi +1 = 1.

& 72021 z| = —|z]%i = |z|?°% = |z] &

Pentru |z| = 1, din egalitatea z2°%t|z| + |z|%i = 0 obtinem z2%%! = —,

Tn acest caz pentru zi # 1
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Dacd, insd zi = 1 © z = —i, atunci E = (—i)?%2% + (—i)2920 4+ ... 4+ (—i)2020 + 1 = 2021.

1, z=0
Tn concluzie, E = 22020 — z2019; 4 ... 4 (—1)kz2020-kjk 4 ... 4 7j 4+ 1 = {O, z#+—i, z#0
2021,z = —i.

Solutie 2. z2°2°|z| +Zi=0© 2z292|z| + zZi =0 © z2?Yz| + |z]?i =0 &
|z| =0

lz| =1.
Pentru |z]| = 0, E = 22020 — 22019} 4 ... 4 (—1)kz2020=kjk 4 .4 7zi +1 = 1.

& 220 z] = ~ |2 = 12 = || & |

Pentru |z| = 1, din egalitatea z2°2t|z| + |z|%i = 0 obtinem z2%%! = —i,
Observam ca

z2021 4 (2021 = (22020 — Z2019] 4 oo 4 (—=1)F 220207k + o 4 2i + 1) (z + 1) = E(z + D).



22021+i2021 22021+i

Atunci, pentru z # —i,E = = = 0.

z+i z+i

Dacai, insd z = —i, atunci E = (—i)?°20 4 (—i)2020 4 ... 4+ (—i)?020 + 1 = 2021.

1, z=20
Tn concluzie, E = 72020 — 72019} ... 4 (—1)kz2020-kjk L ... 4 7 4+ 1 =10, z# —i, z# 0
2021,z = —i.
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12.4. Fie matricea A = (_2 !

). Determinati A2921,

. < a2_ (5 —4 3 _ (13 —14
Solutie 1. Observam ca A* = (_4 c ), A° = (_14 13 ) i
an Tl)

Utilizand metoda inductiei matematice, demonstram cd A™ = ( b oa)
n n

- a, b .
Intr-adevar, presupunem ca A™ = ( " n). Atunci
bn an

An+1 — <an bn)( 1 _2) — <an - an bn - zan) — <an+1 bn+1)
bn an _2 1 bn - zan an - an bn+1 an+1 ’

unde a, 1 = a, — 2b,, byyq1 = by, — 2a,.
Utilizand conditiile a,,,; = a, — 2b,, b1 = b, — 2a,, obtinem

Ansz = Apyr — 2bpiq = anyq — 2(by, — 2ay,) = apyq — 2by, + 4ay, =
= Any1 t (Qner — @) + 40, = 2ap41 + 3a,.

Astfel am obtinut ¢d a,,, = 2a,4, + 3a,, ceea ce implicd a5 + apy1 = 3(Ape1 + ay).
Notand x,, = a,,1 + a,, ultima egalitate ia forma x,,; = 3x,,.
Tinind cont de faptul cd x; = a, + a; = 6, obtinem x,,,; = 6+ 3™ = 2+ 3"*1,
Atunci a,,, + ap.; = 23" iara, +a, =23
Utilizdnd metoda inductiei matematice, demonstram ca a, = ;(3” + (—=1)").
Intr-adevar: a; = 1. Presupunem ci a,, = ;(3” + (—=1)").

Atunci

1 3 1 1
nt1=2-3"—a, =2-3" —5(3” + (-D") = 5 3" —E(—l)” = 5(37“r1 + (=)™

Conditia Gpyy = @y — 2by, implica by = (ay — Gpey) =5 ((=1)" = 3.

§(32021 —-1) _%(32021 +1)

Tn concluzie 42021 = L L
_E (32021 + 1) E (32021 _ 1)
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Solutie 2. A = (_2 1

) =1, —2B,unde B = ((1’ é)



Observam c¢i B% = I,. Atunci B3 = B,B***1 =B,B%** =],k = 1,2, ...
Atunci

= (Z Z) unde

a=1+2? Czoz1 +t 22kC2021 + -t 22020622(())22{):
b= —2Cjyp — =+ — 2%k~ 1C22(’)‘211 ver — 22021
Observam cd a — b = (1 + 2)2021 = 32021 jar g 4+ p = (1 — 2)2021 = 1,

Atunci a = %(32021 —1Dsi b= _%(1 + 32021),

%(32021 ~1) _%(32021 +1)

lar A20%% = 1 rn2021 1 rn2021
-3 (3 +1) > (3 -1)
dx -
12.5. Fie 1 f (x-l-l)(ln—znx-l-l) n > 2. Calcula:u 7111—I>Ic}o In'
Solutie.
n 1 n
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7 % !
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Efectuand schimbarea de variabild in ultima integrald, obtinem
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Estimdm fiecare integrald in parte

Inn dz Inn 1 Inn 1 1
< —-2n — 1-2n —
0= f1 z2n41 fl z~"dz 12’ 1 (1-2n)(In2"~1n) + 1 0,n = co,
0<fzzndz<fzzn_1dz L+ 1| =Lz -0
= < =—In(z =—In2->0,n—- oo,
72+ 1 z2"+1 2n o 2n
0 0

si obtinem: lim [, = 1.
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