
Республиканская Олимпиада по Математике 
5 марта 2022 года, XII-й класс 

СХЕМА ПРОВЕРКИ ТЕСТА 

Примечание. Правильное решение каждой задачи оценивается в 7 баллов. 
 

12.1. Дана функция   

𝑓𝑓: �𝜋𝜋;
3𝜋𝜋
2 � → ℝ, 𝑓𝑓(𝑥𝑥) =

3 cos(2𝑥𝑥)− 4 sin(2𝑥𝑥) + cos𝑥𝑥 − 3 sin 𝑥𝑥
(sin 𝑥𝑥 + 3 cos 𝑥𝑥 )2022 . 

Найдите первообразную 𝐹𝐹: �𝜋𝜋; 3𝜋𝜋
2
� → ℝ  функции 𝑓𝑓,  при которой  𝐹𝐹 �3𝜋𝜋

2
� = 1

2021
. 

Решение со схемой распределения баллов 

Шаг Этапы решения Количество 
баллов 

1. 

�
3 cos(2𝑥𝑥)− 4 sin(2𝑥𝑥) + cos𝑥𝑥 − 3 sin 𝑥𝑥

(sin 𝑥𝑥 + 3 cos𝑥𝑥 )2022 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 

= �
3 cos2 𝑥𝑥 − 3 sin2 𝑥𝑥 − 8 sin 𝑥𝑥 cos𝑥𝑥 + cos𝑥𝑥 − 3 sin 𝑥𝑥

(sin 𝑥𝑥 + 3 cos 𝑥𝑥 )2022 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 
1 балл 

2. = �
(sin 𝑥𝑥 + 3cos𝑥𝑥)(cos𝑥𝑥 − 3 sin 𝑥𝑥) + cos𝑥𝑥 − 3 sin 𝑥𝑥

(sin 𝑥𝑥 + 3 cos 𝑥𝑥 )2022 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 2 балла 

3. = � 𝑡𝑡 = sin 𝑥𝑥 + 3 cos 𝑥𝑥 
𝑑𝑑𝑑𝑑 = (cos𝑥𝑥 − 3 sin 𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑� = 2 балла 

4. 

= �
𝑡𝑡 + 1
𝑡𝑡2022 𝑑𝑑𝑑𝑑 = −

𝑡𝑡−2020

2020 −
𝑡𝑡−2021

2021 + 𝐶𝐶 = 

= −
1

2020(sin 𝑥𝑥 + 3 cos 𝑥𝑥 )2020 −
1

2021(sin𝑥𝑥 + 3 cos𝑥𝑥 )2021 + 𝐶𝐶. 
1 балл 

5. Получение 𝐶𝐶 = 1
2020

 и запись правильного ответа. 1 балл 
 Общее количество баллов 7 баллов 

 
 

12.2. Дана пирамида 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉, в которой 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 7 см,𝐴𝐴𝐴𝐴 = 5 см,𝐵𝐵𝐵𝐵 = 8 см,𝑉𝑉𝑉𝑉 = 6 см, а двугранные 
углы при основании 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 конгруэнтны. Найдите расстояние от точки 𝑃𝑃 до ребра 𝑉𝑉𝑉𝑉, где 𝐴𝐴𝐴𝐴 – 
биссектриса в треугольнике 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴.  

Решение со схемой распределения баллов 

Шаг Этапы решения Количество 
баллов 

1. Проекция вершины 𝑉𝑉 на основание 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 есть центр 𝑂𝑂 вписанной в 
треугольник 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 окружности  1 балл 

2. 𝒜𝒜∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 10√3 см2,𝑂𝑂𝑂𝑂 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 = √3см, где 𝑀𝑀 и 𝑁𝑁 есть точки касания сторон  1 балл 

1 
 



𝐴𝐴𝐴𝐴 и 𝐵𝐵𝐵𝐵, соответственно, с окружностью, вписанной в треугольник 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 
3. 𝑉𝑉𝑉𝑉 = 2√2 см 1 балл 
4. 𝑉𝑉𝑉𝑉 = √15 см 1 балл 

5. 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 5√7
3

 см 1 балл 

6. 𝑉𝑉𝑉𝑉 = 10
3

 см 1 балл 

7. Нахождение расстояния от точки 𝑃𝑃 до ребра 𝑉𝑉𝑉𝑉 1 балл 
 Общее количество баллов 7 баллов 

 
12.3.  Пусть 𝑧𝑧 комплексное число такое, что 𝑧𝑧2020|𝑧𝑧| + 𝑧𝑧 �𝑖𝑖 = 0. Найдите множество значений 
выражения 

𝐸𝐸 = 𝑧𝑧2020 − 𝑧𝑧2019𝑖𝑖 + ⋯+ (−1)𝑘𝑘𝑧𝑧2020−𝑘𝑘𝑖𝑖𝑘𝑘 + ⋯+ 𝑧𝑧𝑧𝑧 + 1. 
Решение 1 со схемой распределения баллов 

Шаг Этапы решения Количество 
баллов 

1. 
𝑧𝑧2020|𝑧𝑧| + 𝑧𝑧 �𝑖𝑖 = 0 ⇔ 𝑧𝑧2021|𝑧𝑧| + 𝑧𝑧𝑧𝑧 �𝑖𝑖 = 0 ⇔ 𝑧𝑧2021|𝑧𝑧| + |𝑧𝑧|2𝑖𝑖 = 0 ⇔ 

⇔ 𝑧𝑧2021|𝑧𝑧| = −|𝑧𝑧|2𝑖𝑖 ⇒ |𝑧𝑧|2021 = |𝑧𝑧| ⇔ �
|𝑧𝑧| = 0
|𝑧𝑧| = 1 . 

1 балл 

2. Получение, при  |𝑧𝑧| = 0, 𝐸𝐸 = 1 1 балл 

3. Получение, при  |𝑧𝑧| = 1, că 𝑧𝑧2021 = −𝑖𝑖 1 балл 

4. 

Получение, при  𝑧𝑧 ≠ −𝑖𝑖,  

𝐸𝐸 = 𝑧𝑧2020 �1 +
1
𝑧𝑧𝑧𝑧 + �

1
𝑧𝑧𝑧𝑧�

2

+ ⋯+ �
1
𝑧𝑧𝑧𝑧�

𝑘𝑘

+ �
1
𝑧𝑧𝑧𝑧�

2020

� = 

= 𝑧𝑧2020
1 − �1

𝑧𝑧𝑧𝑧�
2021

1 − 1
𝑧𝑧𝑧𝑧

= 

= 𝑧𝑧2020
(𝑧𝑧𝑧𝑧)2021 − 1

(𝑧𝑧𝑧𝑧)2021 ∙
𝑧𝑧𝑧𝑧

𝑧𝑧𝑧𝑧 − 1 =
𝑧𝑧2021𝑖𝑖 − 1
𝑧𝑧𝑧𝑧 − 1 =

−𝑖𝑖2 − 1
𝑧𝑧𝑧𝑧 − 1 = 0. 

1 балл 
 
 
 

1 балл 
 
 
 

1 балл 

5. Получение, при  𝑧𝑧 = −𝑖𝑖, 𝐸𝐸 = 2021 1 балл 
 Общее количество баллов 7 баллов 

Решение 2 со схемой распределения баллов 

Шаг Этапы решения Количество 
баллов 

1. 
𝑧𝑧2020|𝑧𝑧| + 𝑧𝑧 �𝑖𝑖 = 0 ⇔ 𝑧𝑧2021|𝑧𝑧| + 𝑧𝑧𝑧𝑧 �𝑖𝑖 = 0 ⇔ 𝑧𝑧2021|𝑧𝑧| + |𝑧𝑧|2𝑖𝑖 = 0 ⇔ 

⇔ 𝑧𝑧2021|𝑧𝑧| = −|𝑧𝑧|2𝑖𝑖 ⇒ |𝑧𝑧|2021 = |𝑧𝑧| ⇔ �
|𝑧𝑧| = 0
|𝑧𝑧| = 1 . 

1 балл 

2 
 



2. Получение, при  |𝑧𝑧| = 0, 𝐸𝐸 = 1 1 балл 

3. Получение, при  |𝑧𝑧| = 1, că 𝑧𝑧2021 = −𝑖𝑖 1 балл 

4. 

Получение 

𝑧𝑧2021 + 𝑖𝑖2021 = (𝑧𝑧2020 − 𝑧𝑧2019𝑖𝑖 + ⋯+ (−1)𝑘𝑘𝑧𝑧2020−𝑘𝑘𝑖𝑖𝑘𝑘 + ⋯+ 𝑧𝑧𝑧𝑧 + 1)(𝑧𝑧 + 𝑖𝑖) = 

 = 𝐸𝐸(𝑧𝑧 + 𝑖𝑖) 
2 балла 

5. Получение, при  𝑧𝑧 ≠ −𝑖𝑖,𝐸𝐸 = 𝑧𝑧2021+𝑖𝑖2021

𝑧𝑧+𝑖𝑖
= 𝑧𝑧2021+𝑖𝑖

𝑧𝑧+𝑖𝑖
= 0 1 балл 

6. Получение, при  𝑧𝑧 = −𝑖𝑖, 𝐸𝐸 = 2021  
 Общее количество баллов 7 баллов 

 
 

12.4.  Дана матрица  𝐴𝐴 = � 1 −2
−2 1 �. Найдите 𝐴𝐴2021.  

Решение 1 со схемой распределения баллов 

Шаг Этапы решения Количество 
баллов 

1. Доказательство того, что 𝐴𝐴𝑛𝑛 = �𝑎𝑎𝑛𝑛 𝑏𝑏𝑛𝑛
𝑏𝑏𝑛𝑛 𝑎𝑎𝑛𝑛

� 1 балл 

2. Получение 𝑎𝑎𝑛𝑛+1 = 𝑎𝑎𝑛𝑛 − 2𝑏𝑏𝑛𝑛 , 𝑏𝑏𝑛𝑛+1 = 𝑏𝑏𝑛𝑛 − 2𝑎𝑎𝑛𝑛 1 балл 
3.  𝑥𝑥𝑛𝑛+1 = 3𝑥𝑥𝑛𝑛, где  𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑛𝑛+1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛 1 балл 
4. Получение  𝑥𝑥𝑛𝑛+1 = 2 ∙ 3𝑛𝑛+1 1 балл 
5. Получение 𝑎𝑎𝑛𝑛 = 1

2
(3𝑛𝑛 + (−1)𝑛𝑛) 2 балла 

6. 

Получение  𝑏𝑏𝑛𝑛 = 1
2

((−1)𝑛𝑛 − 3𝑛𝑛) и вывод, что 

𝐴𝐴2021 = �

1
2

(32021 − 1) −
1
2

(32021 + 1)

−
1
2

(32021 + 1)
1
2

(32021 − 1)
� 

1 балл 

 Общее количество баллов 7 баллов 

Решение 2 со схемой распределения баллов 

Шаг Этапы решения Количество 
баллов 

1. 𝐴𝐴 = 𝐼𝐼2 − 2𝐵𝐵, гдe 𝐵𝐵 = �0 1
1 0� 1 балл 

2. 𝐵𝐵2𝑘𝑘−1 = 𝐵𝐵,𝐵𝐵2𝑘𝑘 = 𝐼𝐼2,𝑘𝑘 = 1, 2, … 1 балл 

3. 𝐴𝐴2021 = (𝐼𝐼2 − 2𝐵𝐵)2021 = 
= 𝐼𝐼2 − 2𝐶𝐶20211 𝐵𝐵 + 22𝐶𝐶20212 𝐼𝐼2 + ⋯+ (−2)𝑘𝑘𝐶𝐶2021𝑘𝑘 𝐵𝐵𝑘𝑘 + ⋯− 22021𝐵𝐵 1 балл 

4. 𝐴𝐴2021 = �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑏𝑏 𝑎𝑎�, 1 балл 

3 
 



где 

𝑎𝑎 = 1 + 22𝐶𝐶20212 + ⋯+ 22𝑘𝑘𝐶𝐶20212𝑘𝑘 + ⋯+ 22020𝐶𝐶20212020 ,  

𝑏𝑏 = −2𝐶𝐶20211 −⋯− 22𝑘𝑘−1𝐶𝐶20212𝑘𝑘−1 −⋯− 22021 . 

5. Получение 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 = 32021 și  𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 = −1 2 балла 

6. 

Получение   𝑎𝑎 = 1
2

(32021 − 1) și  𝑏𝑏 = − 1
2

(32021) и вывод, что  

𝐴𝐴2021 = �

1
2

(32021 − 1) −
1
2

(32021 + 1)

−
1
2

(32021 + 1)
1
2

(32021 − 1)
� 

1 балл 

 Общее количество баллов 7 баллов 

 
 

12.5.  Пусть  

𝐼𝐼𝑛𝑛 = �
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑥𝑥 + 1)(ln2𝑛𝑛 𝑥𝑥 + 1) ,
𝑛𝑛

1
𝑛𝑛

 𝑛𝑛 ≥ 2. 

Вычислите lim
𝑛𝑛→∞

𝐼𝐼𝑛𝑛 . 
Решение 1 со схемой распределения баллов для  

Шаг Этапы решения Количество 
баллов 

1. 𝐼𝐼𝑛𝑛 = �
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑥𝑥 + 1)(ln2𝑛𝑛 𝑥𝑥 + 1)

𝑛𝑛

1
𝑛𝑛

= �
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑥𝑥 + 1)(ln2𝑛𝑛 𝑥𝑥 + 1)

1

1
𝑛𝑛

+ �
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑥𝑥 + 1)(ln2𝑛𝑛 𝑥𝑥 + 1)

𝑛𝑛

1

 
1 балл 

2. �
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑥𝑥 + 1)(ln2𝑛𝑛 𝑥𝑥 + 1)

1

1
𝑛𝑛

=
�

�
𝑡𝑡 =

1
𝑥𝑥 ⇒ 𝑥𝑥 =

1
𝑡𝑡

𝑑𝑑𝑑𝑑 = −
1
𝑡𝑡2 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑥𝑥 =
1
𝑛𝑛 ⇒ 𝑡𝑡 = 𝑛𝑛

𝑥𝑥 = 1 ⇒ 𝑡𝑡 = 1

�

�
= 

1 балл 

3. 

= �
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑡𝑡(𝑡𝑡 + 1)(ln2𝑛𝑛 𝑡𝑡 + 1)) =
𝑛𝑛

1

� �
1
𝑡𝑡 −

1
𝑡𝑡 + 1�

𝑑𝑑𝑑𝑑
ln2𝑛𝑛 𝑡𝑡 + 1 =

𝑛𝑛

1

 

�
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑡𝑡(ln2𝑛𝑛 𝑡𝑡 + 1)

𝑛𝑛

1

− �
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑡𝑡 + 1)(ln2𝑛𝑛 𝑡𝑡 + 1)

𝑛𝑛

1

 

1 балл 

4. Получение 𝐼𝐼𝑛𝑛 = ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡(ln2𝑛𝑛 𝑡𝑡+1)

𝑛𝑛
1  1 балл 

5. 𝐼𝐼𝑛𝑛 = �
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑡𝑡(ln2𝑛𝑛 𝑡𝑡 + 1)

𝑛𝑛

1

= ��

𝑧𝑧 = ln 𝑡𝑡

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
1
𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑡𝑡 = 1 ⇒ 𝑧𝑧 = 0
𝑡𝑡 = 𝑛𝑛 ⇒ 𝑧𝑧 = ln𝑛𝑛

�� = 

1 балл 
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= �
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑧𝑧2𝑛𝑛 + 1

ln 𝑛𝑛

0

= �
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑧𝑧2𝑛𝑛 + 1

1

0

+ �
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑧𝑧2𝑛𝑛 + 1

ln 𝑛𝑛

1

= 1 −�
𝑧𝑧2𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑧𝑧2𝑛𝑛 + 1

1

0

+ �
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑧𝑧2𝑛𝑛 + 1

ln 𝑛𝑛

1

 

6. 

0 ≤ �
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑧𝑧2𝑛𝑛 + 1

ln 𝑛𝑛

1

< � 𝑧𝑧−2𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑
ln 𝑛𝑛

1

=
1

1 − 2𝑛𝑛 𝑧𝑧
1−2𝑛𝑛�

1

ln 𝑛𝑛

= 

=
1

(1 − 2𝑛𝑛)(ln2𝑛𝑛−1 𝑛𝑛) +
1

2𝑛𝑛 − 1 → 0,𝑛𝑛 → ∞ 

1 балл 

7. 
0 ≤ �

𝑧𝑧2𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑧𝑧2𝑛𝑛 + 1

1

0

≤ �
𝑧𝑧2𝑛𝑛−1𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑧𝑧2𝑛𝑛 + 1

1

0

=
1

2𝑛𝑛 ln(𝑧𝑧2𝑛𝑛 + 1)�
0

1

=
1

2𝑛𝑛 ln 2 → 0, 𝑛𝑛 → ∞ 

И получение lim
𝑛𝑛→∞

𝐼𝐼𝑛𝑛 = 1. 

1 балл 

 Общее количество баллов 7 баллов 
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