Olimpiada Republicana la Matematica
5 martie 2022, Clasa a Xll-a

BAREM DE EVALUARE

Remarca. Rezolvarea corecta a fiecarei probleme se apreciazd cu 7 puncte.

3 cos(2x)—4 sin(2x)+cos x—3 sin x

12.1. Fie functia f: [7‘[; 37"] - R, f(x) =

(sin x+3 cos x )2022

. . . 3 .. 3 1
Determinati primitiva F: [7‘[, 7] — R a functiei f, pentru care F (7) = Soar
Rezolvare cu barem de evaluare
Pasul Etape ale rezolvarii Puncta)
acordat
f 3cos(2x) — 4sin(2x) + cosx — 3sinx J
X =
(sinx + 3 cos x )2022

1.

f?)coszx—?)sinzx—8sinxcosx+cosx—3sinx 1 puncte

= x =
(sinx + 3 cosx )2022
(sinx + 3cosx)(cosx — 3sinx) + cosx — 3sinx J
= x =
2. (sinx + 3 cos x )2022 2 puncte
3 _ | t=sinx+3cosx _ 2 puncte
' ~|dt = (cosx — 3sinx)dx| P
t+ 1 t—ZOZO t_2021
f 2022 2020 2021
4, 1 1 1 punct
=— - +C.
2020(sinx + 3 cosx )2020  2021(sinx + 3 cosx )2021
5. | Obtinerea C = ﬁ si scrierea raspunsului corect. 1 punct
Punctaj total | 7 puncte

12.2. Fie piramida VABC, in care AB = 7 cm,AC = 5 cm,BC = 8 cm,VB = 6 cm, iar unghiurile diedre
de la baza ABC sunt congruente. Sa se determine distanta de la punctul P la muchia VA, unde AP este
bisectoare in triunghiul ABC.

Rezolvare cu barem de evaluare

Pasul Etape ale rezolvarii Puncta)
acordat

1. | Proiectia varfului V pe baza ABC este centru O al cercului Tnscris in triunghiul ABC 1 punct
2. Anapc = 10v/3 cm?,OM = ON = /3 cm, unde M si N sunt punctele de tangenta ale | 1 punct




laturilor AB si BC, respectiv, cu cercul inscris n triunghiul ABC

3. |VO=2V2cm 1 punct
4. |VA=+/15cm 1 punct
S5. AP = STW cm 1 punct
6. |VP= 13—0 cm. 1 punct
7. Determinarea distantei de la punctul P la muchia VA 1 punct

Punctaj total | 7 puncte

12.3. Fie numarul complex z, pentru care z2929|z| + Z i = 0. Determinati multimea valorilor expresiei

E = 72020 _ 22019; 4 .. 4 (—1)kz2020—kjk 4 ... 4 7j 4 1,

Rezolvare 1 cu barem de evaluare

. Punctaj
Pasul Etape ale rezolvarii unctay
acordat
720200z +Zi =0 2221 z| + zZi =0 © z2%?Yz| + |z]?i = 0 &
1. =0 1 punct
& 22921z] = — |72 = [2]271 = |7] & ||zZ||— P
5 Obtinerea, pentru |z| = 0,E =1 1 punct
: _ = 2021 — _:
3 Obtinerea, pentru |z| = 1, ca z = —i 1 punct
Obtinerea, pentru z # —i,
1 1\2 11K 12020 1 punct
zi  \zi Zi Zi
112021
4 1- (%)
. — 2020 Z1 —

1— 1 1 punct

Al

2021 _ ; 2021; _ _i2
:ZZOZO(ZL) 1_ zi 2z 1: i 120. 1 punct
(zi)2021  zi—1 zi—1 zi—1
5. | Obtinerea, pentru z = —i, E = 2021 1 punct
Punctaj total | 7 puncte
Rezolvare 2 cu barem de evaluare

. Punctaj
Pasul Etape ale rezolvarii unctay
acordat
1. 720200z +Zi =0 2221 z| + zZi =0 © z2%?Yz| + |z]?i = 0 & 1 punct




lz| =0

& 2202zl = —|z|%i = |2]?%% = |z| & 2] =
5 Obtinerea, pentru |z| = 0,E =1 1 punct
- — 1 ox ,2021 — _:
3 Obtinerea, pentru |z| = 1, ca z = —i 1 punct
Obtinerea
4 22021 4 (2021 — (52020 _ 52019; 4 ... 4 (—1)Kz2020-Kik 4y 7i 4 1) (2 + Q) = |9 puncte
=E(z+1)
20214 ;2021 2021 4 ;
Obtinerea, pentru z # —i, E == Al 1 punct
Z+1 Z+1
Obtinerea, pentru z = —i, E = 2021 1 punct
Punctaj total | 7 puncte
12.4. Fie matricea A = ( 1 _2).Determinati A?021,
-2 1 ’
Rezolvare 1 cu barem de evaluare
Pasul Etape ale rezolvarii Punctal
acordat
~ an bn
1. |Demonstrarea cd A" = < ) 1 punct
bn an
2. |Obtinerea a,,,1 = a, — 2by,, byy1 = b, — 2a, 1 punct
3. Xp+1 = 3X,, unde x,, = a4, +a, 1 punct
4. |Obtinerea x,,, = 2+ 3"*1 1 punct
5. |Obtinerea a, =5 (3" + (-1)™) 2 puncte
Obtinerea b,, = %((—1)” — 3™) si concluzionarea ca
1 1
6. 53221 —1)  —-(32%1+1) 1 punct
42021 _ 21 12
—_— 32021 +1 _ 32021 -1
—( ) 5 )
Punctaj total | 7 puncte
Rezolvare 2 cu barem de evaluare
Pasul Etape ale rezolvarii Punctaj
acordat
gy _ (0 1
1. |A=1,—2B,undeB = (1 O) 1 punct
2. B*-1 =B, B** =1,k=1,2,.. 1 punct
42021 _ ([ _ pRg)2021 —
3. 1 2,2 ( ) krk  pk 2021 1 punct
= I = 203021 B + 2°Cpp115 + -+ (=2)*Cppy B* + - = 2°%'B =
a b
4. AR = (b a)' 2 puncte




unde
b= _2C21021 - 22’(_1(:'22(’)(2_11 — e — 22021,
5. |Obtinereaa —b =321 gi a4+ b= -1 1 punct
Obtinerea a = %(32021 —1)si b= —%(1 + 32021) gj concluzionarea ci
1 1
6. 5(32021 _ 1) _5(32021 + 1) 1 punct
A2021 —
1 1
—_— 32021 1 _ 32021 -1
S(@ 1) )
Punctaj total | 7 puncte
dx . g,
12.5. Fie 1 f (x-l-l)(ln—znx-l-l) n > 2. Calcula:u 7111—I>rolo In'
Rezolvare 1 cu barem de evaluare
Pasul Etape ale rezolvarii Punctaj
acordat
n
| f dx f dx dx
1 " J (x+ 1D(An?"x + 1) (x+ D(In?" x + 1) (x + 1)(n?"x + 1) 1 punct
n n
1 1
tl=—>x=—
X
1 d 1 dt
2. X=-2 = 1 punct
1f(x n 1)(1n2nx |, ¢ P
n X=—=>t=n
n
x=1=t=1
n n
_ f dt _f (1 1 ) dt _
) t+DUnzme+1) J\t t+1/Inme+1
3. 1 n ot 1 punct
f dt dt
t(In2"t + 1) (t+1DUn%"t + 1)
1 1
. n dt
4, Ob‘gmerea I, = 1 m 1 punct
z=Int
n 1
L f dt _| dz=sdr |_
n — 2 - -
5 J e D) 5,20 .
' t=n=>z=Inn punct
Inn 1 Inn 1 Inn
B f dz f dz N f dz . f z?"dz N f dz
B z2n 41 ) z2n 41 Z2n 41 z2n 4+ 1 z2n 4+ 1
0 0 1 0 1
6. Inn d Inn 1 Inn
z
< -2ng, — 1-2n _ 1 punct
O—fz2n+1<fz =1 "m )
1 1




1 1
(1 -2n)(n%""1n) + 2n—1

- 0,n—> o

z°"dz z?"1ldz 1 LR |
OSI <f =—In(z?"+1) =ﬁln2—>0,n—>oo
0

2n = 2n -
0Z +1 0Z +1 2n 1 punct
si obtinerea lim [,, = 1.
n—->oo
Punctaj total | 7 puncte




