
Olimpiada Republicană la Matematică  
5 martie 2022,  Clasa a XII–a  

BAREM DE EVALUARE 

Remarcă. Rezolvarea corectă a fiecărei probleme se apreciază cu 7 puncte. 
 

12.1. Fie funcția 𝑓𝑓: �𝜋𝜋; 3𝜋𝜋
2
� → ℝ, 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 3 cos(2𝑥𝑥)−4 sin(2𝑥𝑥)+cos 𝑥𝑥−3 sin 𝑥𝑥

(sin 𝑥𝑥+3 cos𝑥𝑥 )2022
.  

Determinați primitiva 𝐹𝐹: �𝜋𝜋; 3𝜋𝜋
2
� → ℝ a funcției 𝑓𝑓, pentru care 𝐹𝐹 �3𝜋𝜋

2
� = 1

2021
. 

 
Rezolvare cu  barem de evaluare 

Pasul Etape ale rezolvării Punctaj 
acordat 

1. 

�
3 cos(2𝑥𝑥)− 4 sin(2𝑥𝑥) + cos𝑥𝑥 − 3 sin 𝑥𝑥

(sin 𝑥𝑥 + 3 cos 𝑥𝑥 )2022 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 

= �
3 cos2 𝑥𝑥 − 3 sin2 𝑥𝑥 − 8 sin 𝑥𝑥 cos 𝑥𝑥 + cos 𝑥𝑥 − 3 sin 𝑥𝑥

(sin 𝑥𝑥 + 3 cos𝑥𝑥 )2022 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 
1 puncte 

2. = �
(sin 𝑥𝑥 + 3cos𝑥𝑥)(cos𝑥𝑥 − 3 sin 𝑥𝑥) + cos 𝑥𝑥 − 3 sin 𝑥𝑥

(sin 𝑥𝑥 + 3 cos𝑥𝑥 )2022 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 2 puncte 

3. = � 𝑡𝑡 = sin 𝑥𝑥 + 3 cos𝑥𝑥 
𝑑𝑑𝑑𝑑 = (cos𝑥𝑥 − 3 sin 𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑� = 2 puncte 

4. 

= �
𝑡𝑡 + 1
𝑡𝑡2022 𝑑𝑑𝑑𝑑 = −

𝑡𝑡−2020

2020 −
𝑡𝑡−2021

2021 + 𝐶𝐶 = 

= −
1

2020(sin𝑥𝑥 + 3 cos𝑥𝑥 )2020 −
1

2021(sin 𝑥𝑥 + 3 cos𝑥𝑥 )2021 + 𝐶𝐶 . 
1 punct 

5. Obținerea 𝐶𝐶 = 1
2020

 și scrierea răspunsului corect. 1 punct 
 Punctaj total 7 puncte 

 
 

12.2. Fie piramida 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉, în care 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 7 cm,𝐴𝐴𝐴𝐴 = 5 cm,𝐵𝐵𝐵𝐵 = 8 cm,𝑉𝑉𝑉𝑉 = 6 cm, iar unghiurile diedre 
de la baza 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 sunt congruente. Să se determine distanța de la punctul 𝑃𝑃 la muchia 𝑉𝑉𝑉𝑉,  unde 𝐴𝐴𝐴𝐴 este 
bisectoare în triunghiul 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴.  

Rezolvare cu  barem de evaluare 

Pasul Etape ale rezolvării Punctaj 
acordat 

1. Proiecția vârfului 𝑉𝑉 pe baza 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 este centru 𝑂𝑂 al cercului înscris în triunghiul 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 1 punct 
2. 𝒜𝒜∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 10√3 cm2,𝑂𝑂𝑂𝑂 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 = √3 cm, unde 𝑀𝑀 și 𝑁𝑁 sunt punctele de tangență ale 1 punct 

1 
 



laturilor 𝐴𝐴𝐴𝐴 și 𝐵𝐵𝐵𝐵, respectiv, cu cercul înscris în triunghiul 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 
3. 𝑉𝑉𝑉𝑉 = 2√2 cm 1 punct 
4. 𝑉𝑉𝑉𝑉 = √15 cm 1 punct 

5. 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 5√7
3

 cm 1 punct 

6. 𝑉𝑉𝑉𝑉 = 10
3

 cm. 1 punct 

7. Determinarea distanței de la punctul 𝑃𝑃 la muchia 𝑉𝑉𝑉𝑉 1 punct 
 Punctaj total 7 puncte 

 
 

12.3.  Fie numărul complex 𝑧𝑧, pentru care 𝑧𝑧2020|𝑧𝑧| + 𝑧𝑧 �𝑖𝑖 = 0. Determinați mulțimea valorilor expresiei 

𝐸𝐸 = 𝑧𝑧2020 − 𝑧𝑧2019𝑖𝑖 + ⋯+ (−1)𝑘𝑘𝑧𝑧2020−𝑘𝑘𝑖𝑖𝑘𝑘 + ⋯+ 𝑧𝑧𝑧𝑧 + 1. 

Rezolvare 1 cu  barem de evaluare 

Pasul Etape ale rezolvării Punctaj 
acordat 

1. 
𝑧𝑧2020|𝑧𝑧| + 𝑧𝑧 �𝑖𝑖 = 0 ⇔ 𝑧𝑧2021|𝑧𝑧| + 𝑧𝑧𝑧𝑧 �𝑖𝑖 = 0 ⇔ 𝑧𝑧2021|𝑧𝑧| + |𝑧𝑧|2𝑖𝑖 = 0 ⇔ 

⇔ 𝑧𝑧2021|𝑧𝑧| = −|𝑧𝑧|2𝑖𝑖 ⇒ |𝑧𝑧|2021 = |𝑧𝑧| ⇔ �
|𝑧𝑧| = 0
|𝑧𝑧| = 1 . 

1 punct 

2. Obținerea, pentru |𝑧𝑧| = 0, 𝐸𝐸 = 1 1 punct 

3. Obținerea, pentru |𝑧𝑧| = 1, că 𝑧𝑧2021 = −𝑖𝑖 1 punct 

4. 

Obținerea, pentru 𝑧𝑧 ≠ −𝑖𝑖,  

𝐸𝐸 = 𝑧𝑧2020 �1 +
1
𝑧𝑧𝑧𝑧 + �

1
𝑧𝑧𝑧𝑧�

2

+ ⋯+ �
1
𝑧𝑧𝑧𝑧�

𝑘𝑘

+ �
1
𝑧𝑧𝑧𝑧�

2020

� = 

= 𝑧𝑧2020
1 − �1

𝑧𝑧𝑧𝑧�
2021

1 − 1
𝑧𝑧𝑧𝑧

= 

= 𝑧𝑧2020
(𝑧𝑧𝑧𝑧)2021 − 1

(𝑧𝑧𝑧𝑧)2021 ∙
𝑧𝑧𝑧𝑧

𝑧𝑧𝑧𝑧 − 1 =
𝑧𝑧2021𝑖𝑖 − 1
𝑧𝑧𝑧𝑧 − 1 =

−𝑖𝑖2 − 1
𝑧𝑧𝑧𝑧 − 1 = 0. 

1 punct 
 
 
 
 

1 punct  
 
 

1 punct 

5. Obținerea, pentru 𝑧𝑧 = −𝑖𝑖, 𝐸𝐸 = 2021 1 punct 
 Punctaj total 7 puncte 

Rezolvare 2 cu  barem de evaluare 

Pasul Etape ale rezolvării Punctaj 
acordat 

1. 𝑧𝑧2020|𝑧𝑧| + 𝑧𝑧 �𝑖𝑖 = 0 ⇔ 𝑧𝑧2021|𝑧𝑧| + 𝑧𝑧𝑧𝑧 �𝑖𝑖 = 0 ⇔ 𝑧𝑧2021|𝑧𝑧| + |𝑧𝑧|2𝑖𝑖 = 0 ⇔ 1 punct 

2 
 



⇔ 𝑧𝑧2021|𝑧𝑧| = −|𝑧𝑧|2𝑖𝑖 ⇒ |𝑧𝑧|2021 = |𝑧𝑧| ⇔ �
|𝑧𝑧| = 0
|𝑧𝑧| = 1 . 

2. Obținerea, pentru |𝑧𝑧| = 0, 𝐸𝐸 = 1 1 punct 

3. Obținerea, pentru |𝑧𝑧| = 1, că 𝑧𝑧2021 = −𝑖𝑖 1 punct 

4. 

Obținerea 

𝑧𝑧2021 + 𝑖𝑖2021 = (𝑧𝑧2020 − 𝑧𝑧2019𝑖𝑖 + ⋯+ (−1)𝑘𝑘𝑧𝑧2020−𝑘𝑘𝑖𝑖𝑘𝑘 + ⋯+ 𝑧𝑧𝑧𝑧 + 1)(𝑧𝑧 + 𝑖𝑖) = 

= 𝐸𝐸(𝑧𝑧 + 𝑖𝑖) 
2 puncte 

5. Obținerea, pentru 𝑧𝑧 ≠ −𝑖𝑖,𝐸𝐸 = 𝑧𝑧2021+𝑖𝑖2021

𝑧𝑧+𝑖𝑖
= 𝑧𝑧2021+𝑖𝑖

𝑧𝑧+𝑖𝑖
= 0 1 punct 

6. Obținerea, pentru 𝑧𝑧 = −𝑖𝑖, 𝐸𝐸 = 2021 1 punct 
 Punctaj total 7 puncte 

 
 

12.4.  Fie matricea  𝐴𝐴 = � 1 −2
−2 1 �. Determinați 𝐴𝐴2021.  

Rezolvare 1 cu  barem de evaluare 

Pasul Etape ale rezolvării Punctaj 
acordat 

1. Demonstrarea că 𝐴𝐴𝑛𝑛 = �𝑎𝑎𝑛𝑛 𝑏𝑏𝑛𝑛
𝑏𝑏𝑛𝑛 𝑎𝑎𝑛𝑛

� 1 punct 

2. Obținerea 𝑎𝑎𝑛𝑛+1 = 𝑎𝑎𝑛𝑛 − 2𝑏𝑏𝑛𝑛 , 𝑏𝑏𝑛𝑛+1 = 𝑏𝑏𝑛𝑛 − 2𝑎𝑎𝑛𝑛 1 punct 
3.  𝑥𝑥𝑛𝑛+1 = 3𝑥𝑥𝑛𝑛, unde 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑛𝑛+1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛 1 punct 
4. Obținerea 𝑥𝑥𝑛𝑛+1 = 2 ∙ 3𝑛𝑛+1 1 punct 
5. Obținerea 𝑎𝑎𝑛𝑛 = 1

2
(3𝑛𝑛 + (−1)𝑛𝑛) 2 puncte 

6. 

Obținerea  𝑏𝑏𝑛𝑛 = 1
2

((−1)𝑛𝑛 − 3𝑛𝑛) și concluzionarea că  

𝐴𝐴2021 = �

1
2

(32021 − 1) −
1
2

(32021 + 1)

−
1
2

(32021 + 1)
1
2

(32021 − 1)
� 

1 punct 

 Punctaj total 7 puncte 
Rezolvare 2 cu  barem de evaluare 

Pasul Etape ale rezolvării Punctaj 
acordat 

1. 𝐴𝐴 = 𝐼𝐼2 − 2𝐵𝐵, unde 𝐵𝐵 = �0 1
1 0� 1 punct 

2. 𝐵𝐵2𝑘𝑘−1 = 𝐵𝐵,𝐵𝐵2𝑘𝑘 = 𝐼𝐼2,𝑘𝑘 = 1, 2, … 1 punct 

3. 𝐴𝐴2021 = (𝐼𝐼2 − 2𝐵𝐵)2021 = 
= 𝐼𝐼2 − 2𝐶𝐶20211 𝐵𝐵 + 22𝐶𝐶20212 𝐼𝐼2 + ⋯+ (−2)𝑘𝑘𝐶𝐶2021𝑘𝑘 𝐵𝐵𝑘𝑘 + ⋯− 22021𝐵𝐵 = 1 punct 

4. 𝐴𝐴2021 = �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑏𝑏 𝑎𝑎�, 2 puncte 

3 
 



unde  

𝑎𝑎 = 1 + 22𝐶𝐶20212 + ⋯+ 22𝑘𝑘𝐶𝐶20212𝑘𝑘 + ⋯+ 22020𝐶𝐶20212020,  

𝑏𝑏 = −2𝐶𝐶20211 − ⋯− 22𝑘𝑘−1𝐶𝐶20212𝑘𝑘−1 −⋯− 22021. 

5. Obținerea 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 = 32021 și  𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 = −1 1 punct 

6. 

Obținerea   𝑎𝑎 = 1
2

(32021 − 1) și  𝑏𝑏 = − 1
2

(1 + 32021) și concluzionarea că 

𝐴𝐴2021 = �

1
2

(32021 − 1) −
1
2

(32021 + 1)

−
1
2

(32021 + 1)
1
2

(32021 − 1)
� 

1 punct 

 Punctaj total 7 puncte 

12.5.  Fie 𝐼𝐼𝑛𝑛 = ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑
(𝑥𝑥+1)(ln2𝑛𝑛 𝑥𝑥+1)

,𝑛𝑛
1
𝑛𝑛

 𝑛𝑛 ≥ 2. Calculați lim
𝑛𝑛→∞

𝐼𝐼𝑛𝑛 . 

Rezolvare 1 cu  barem de evaluare 

Pasul Etape ale rezolvării  Punctaj 
acordat 

1. 𝐼𝐼𝑛𝑛 = �
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑥𝑥 + 1)(ln2𝑛𝑛 𝑥𝑥 + 1)

𝑛𝑛

1
𝑛𝑛

= �
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑥𝑥 + 1)(ln2𝑛𝑛 𝑥𝑥 + 1)

1

1
𝑛𝑛

+ �
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑥𝑥 + 1)(ln2𝑛𝑛 𝑥𝑥 + 1)

𝑛𝑛

1

 1 punct 

2. �
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑥𝑥 + 1)(ln2𝑛𝑛 𝑥𝑥 + 1)

1

1
𝑛𝑛

=
�

�
𝑡𝑡 =

1
𝑥𝑥 ⇒ 𝑥𝑥 =

1
𝑡𝑡

𝑑𝑑𝑑𝑑 = −
1
𝑡𝑡2 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑥𝑥 =
1
𝑛𝑛 ⇒ 𝑡𝑡 = 𝑛𝑛

𝑥𝑥 = 1 ⇒ 𝑡𝑡 = 1

�

�
= 1 punct 

3. 

= �
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑡𝑡(𝑡𝑡 + 1)(ln2𝑛𝑛 𝑡𝑡 + 1)) =
𝑛𝑛

1

� �
1
𝑡𝑡 −

1
𝑡𝑡 + 1�

𝑑𝑑𝑑𝑑
ln2𝑛𝑛 𝑡𝑡 + 1 =

𝑛𝑛

1

 

�
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑡𝑡(ln2𝑛𝑛 𝑡𝑡 + 1)

𝑛𝑛

1

− �
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑡𝑡 + 1)(ln2𝑛𝑛 𝑡𝑡 + 1)

𝑛𝑛

1

 

1 punct 

4. Obținerea 𝐼𝐼𝑛𝑛 = ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡(ln2𝑛𝑛 𝑡𝑡+1)

𝑛𝑛
1  1 punct 

5. 

𝐼𝐼𝑛𝑛 = �
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑡𝑡(ln2𝑛𝑛 𝑡𝑡 + 1)

𝑛𝑛

1

= ��

𝑧𝑧 = ln 𝑡𝑡

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
1
𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑡𝑡 = 1 ⇒ 𝑧𝑧 = 0
𝑡𝑡 = 𝑛𝑛 ⇒ 𝑧𝑧 = ln𝑛𝑛

�� = 

= �
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑧𝑧2𝑛𝑛 + 1

ln 𝑛𝑛

0

= �
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑧𝑧2𝑛𝑛 + 1

1

0

+ �
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑧𝑧2𝑛𝑛 + 1

ln 𝑛𝑛

1

= 1−�
𝑧𝑧2𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑧𝑧2𝑛𝑛 + 1

1

0

+ �
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑧𝑧2𝑛𝑛 + 1

ln 𝑛𝑛

1

 

1 punct 

6. 
0 ≤ �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑧𝑧2𝑛𝑛 + 1

ln 𝑛𝑛

1

< � 𝑧𝑧−2𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑
ln𝑛𝑛

1

=
1

1 − 2𝑛𝑛 𝑧𝑧
1−2𝑛𝑛�

1

ln𝑛𝑛

= 1 punct 

4 
 



=
1

(1− 2𝑛𝑛)(ln2𝑛𝑛−1 𝑛𝑛) +
1

2𝑛𝑛 − 1 → 0,𝑛𝑛 → ∞ 

7. 
0 ≤ �

𝑧𝑧2𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑧𝑧2𝑛𝑛 + 1

1

0

≤ �
𝑧𝑧2𝑛𝑛−1𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑧𝑧2𝑛𝑛 + 1

1

0

=
1

2𝑛𝑛 ln(𝑧𝑧2𝑛𝑛 + 1)�
0

1

=
1

2𝑛𝑛 ln 2 → 0,𝑛𝑛 → ∞ 

și obținerea lim
𝑛𝑛→∞

𝐼𝐼𝑛𝑛 = 1. 

1 punct 

 Punctaj total 7 puncte 

 

5 
 


