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Solutii

11.1. Fie a si x; doud numere reale pozitive. Sd se arate ca sirul (x,) =1, definit de relatia
1
Xn+1 =E(xn+i),Vn2 1, ™*)
Xn

are limita si sa se determine aceasta limita.

Solutie.
0) Daca x; > 0, atunci si x,, > 0, Vn = 1 (prin inductie).

1 a 1 a . e
1) Xp+1 =5 (xn + x—) = 2 |x, = Va,vn = 1, sirul (x,)n=, este marginit inferior.
n n
2
1 a 1 a 1 x3-a _ 1 (Va)' -a
2) xn—xn+1=xn——xn——=—(xn——)=—- - 2—-( ) =0
2 2Xn 2 Xn 2 Xn 2 Xn

(deoarece x,, > 0), vn > 2.
3) Atunci (x,)%-, este sir descrescitor, marginit inferior de va > 0 . Conform teoremei lui

Weierstrass acest sir are limita A> +/a.

4) Trecem la limita in formula (*):
1 a A a
A=5(a+7)=3+
22, A’ =aq
2 24 ’
A=+a.

11.2. Sa se afle toate functiile derivabile f:(0,+2°) — (0,+eo) ce verifica relatiile f G) =1 si

fe0)=-f.

Solutie.

Avem (f72(x)) = =2f3(x)f '(x) = 2f 3(x)f3(x) = 2, adici derivata functiei f ~2(x) este 0
constantd. Rezultd ca functia f~2(x) reprezinti o functie liniard, ce poate fi scrisi in forma
f~2(x) = ax + b. Derivand, obtinem 2 = (f 2(x)) = a. In plus, din conditia f (%) = 1 avem
1=f"2 (l) =2 -%+ b =1+ b, ceea ce implici b = 0. Obtinem f~2(x) = 2x, adicd

2
1

fO) =7
Observam ca aceastd functie este definita pe Intreg intervalul (0, +<°) si este derivabila pe acelasi
interval. Avem f G) = =1 si

[.2
2

' 1Y 1 1 1 _ 1 1)\
Fo=(m) = (G ) =5 () x = (F*) =-Fm.
Deci, functia f: (0, +°) = (0,4+20), f(x) = \/%, este unica ce verifica conditia problemei.



11.3. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia
V1
cos— = —x® — 4x5 + 2x* + 12x3 — 9x2 — 1.

Solutie.
Avem
I
1> —cos;=x6+4x5—2x4—12x3+9x2+1=x2(x4+4x3—2x2—12x+9)+1 =
=x2[(x? +2x)? —6x2 —12x+ 9] + 1 = x?[(x? + 2x)2 —6(x? + 2x) + 9] + 1 =
=[x(x?+2x-3)P+1=[x(x—-Dx+3)]*+1=>1,

ceea ce implici [x(x — 1)(x +3)]* + 1 =1, adicix = 0, x = 1sau x = —3.
Valoarea x = 0 nu e solutie deoarece nu e din domeniului de definitie al functiei f(x) = cos g
Pentru x = 1avem — cos~ = —cosm = 1, deci x = 1 e solutie.

1 . .
Pentru x = —3 avem — cos ~ = — cos (— g) = —cos = —-# 1, deci x = —3 nu e solutie.

In concluzie, singura solutie reald a ecuatiei din enunt este x = 1.

11.4. Fie dat triunghiul ABC si BC = a. Consideram un punct M pe semidreapta [CA), astfel
incit LMBC = £BAC. Gasiti cea mai mica distantd posibila dintre centrele 0; si 0, ale
cercurilor circumscrise triunghiurilor ABC si ABM.

Solutie.

Sunt posibile 2 cazuri:

1. 2ABC > £BAC. Atunci M € [AC].

2. £ABC < £BAC. Atunci M se afla pe prelungirea dreptei (AC) dupd punctul A si M & [AC].

Consideram cazul 1. AABC este asemenea cu ABMC (deoarece 4C este comun, iar
£MBC = £BAC conform conditiei). Deci

AB _BC AC
MB MC BC
Atunci
BC? = AC - MC,

deci BC este tangenta la cercul cu centrul in 0,, circumscris triunghiului AABM.
Fie D — mijlocul lui BC. Atunci centrul 0, a cercului, circumscris triunghiului AABC, se afla

pe mediatoare (perpendicular dusa prin mijlocul segmentului)
DO,; DOy L BC.
Deoarece BC — tangenta in punctul B la cercul cu centrul 0, atunci 0,B 1 BC.

Atunci segmentul [BD] de lungime % este proiectia ortogonala a segmentului [0,0,] pe dreapta
(BC). Deci

0,0, = .
201 =5
Egalitatea are loc cand 2B = 90° si 0; e mijlocul lui AC, O, este mijlocul lui AB,BM 1 AC.
Rezultd ca valoarea cea mai mica a distantei dintre centrele O, si O, este egald cu %

Cazul 2 se cerceteaza analog si da acelasi rezultat.



11.5. Intr-0 gradind zoologicd locuiesc hameleoni de trei culori: x hameleoni de culoare surd,
2022 hameleoni de culoare alba si 100 hameleoni de culoare roz. Hameleonii se pot intdlni intre
el, insd doar cdte doi. Daca se intdlnesc 2 hameleoni de aceeasi culoare, atunci ei nu isi schimba
culoarea. Daca se intdlnesc 2 hameleoni de culori diferite, atunci ambii in acelasi timp isi
schimba culoarea in a treia culoare. Pentru ce valori x este posibila situatia, cdnd intr-un
moment de timp toti hameleonii din gradina zoologica sunt de aceeasi culoare?

Solutie.

Presupunem ca intr-un moment concret de timp in gradina zoologica sunt: a hameleoni suri, b
hameleoni albi si ¢ rhameleoni roz, adica avem tripletul (a, b, ¢). Dupa momentul intalnirii a
oricaror doi hameleoni, acest triplet se schimba in unul dintre urmatoarele trei:

a) (a—1,b—1,c+ 2),sau
b) (a—1,b+2,c—1),sau
C) (a+2,b—1,c—1).

Consideram trei diferente pozitive dintre numerele din tripletul de hameleoni dupa culorile
lor. Inainte de intlnirea a doi hameleoni acestea sunt:

(a—Db), (b—rc), (a—o).

Dupa intalnire avem urmatoarele diferente pozitive:

a) (a=b), (b—c—-3), (a—c—3),sau
b) (a=b—-3), (b—c+3), (a—c),sau
C) (a=b+3), (b——c), (a—c+3).

Observam ca dupa intalnire, aceste diferente sau nu se schimba, sau se schimba cu 3 sau cu
-3.

Prin urmare, resturile (ry, 1, 13) de la impartirea acestor diferente la 3 raman aceleasi dupa
orice Intalnire a oricaror doi hameleoni, si, in consecintd raméan aceleasi dupa orice numar de
intalniri a perechilor de hameleoni.

Conform conditiei, initial, aceste diferente sunt egale cu: (x — 2022), (2022 — 100), (x —
100) si

x—2022 = r, +3m,
2022 — 100 =1922 =1, + 3n, mmnk€Z
x — 100 = r3 + 3k.
De aici rezulta
x = r + 3¢,
r, =2, t,s €N. (%)
x=13+1+3s.
Daca toti hameleonii vor deveni de o culoare, atunci pentru tripletul final (a, b, ¢) vom avea unul
dintre variantele: sau (0,0,p), sau (0,p,0), sau (p,0,0), unde p = 2022 + 100 + x = 2122 +
x. Atuncisaur; = 0,1, =13,5aU 13 =0,1; =1,, 58U r, = 0,7, = r3. Din sistemul (*) rezulta
ca doar primul caz poate avea loc, si
x=3t, teLZ,
adica x se divide la 3.
Réamane sa aratam ca pentru orice tripletul de (3t, 2022, 100) hameleoni se poate ajunge la o
situatie cu toti hameleonii de aceeasi culoare (unde tripletul (a, b, ¢) are 2 pozitii nule).
Daca se vor intalni hameleonii de culoare sura si alba, si apoi de culoare roz si alba, atunci vom
obtine tripletul (x + 1,2020,101). Repetam aceste intalniri pana cand pozitia 1 si 2 in triplet se

3



vor egala, sau pozitia 2 si 3 in triplet se vor egala. Deoarece resturile pe mod3 a pozitiilor sunt
diferite, atunci va avea loc una din aceste doua situatii. Indata ce careva 2 pozitii in triplet se vor
egala, atunci vom organiza intalnirile hameleonilor de culoarele corespunzatoare acestor pozitii.
La finele acestor intalniri aceste pozitii vor fi egale cu 0.



