Olimpiada Republicana la Matematica

5 martie 2022, Clasa a Xl-a
Barem de evaluare

11.1. Fie a si X; doua numere reale pozitive. Sa se arate ca sirul (X,)p=1, definit de relatia x,,; =

%(xn + i) ,Vn > 1, are limita si sd se determine aceasta limita.
Etape ale rezolvarii cu barem de evaluare

Pasul Etape ale rezolvarii Punctaj
acordat

1 Argumentarea faptului ca x, > 0, Vn > 1. 1

2 Obtinerea faptului ci sirul (x,)<_, este marginit inferior de va > 0. 1

3 Obtinerea faptului ca sirul (x;,, )=, este descrescator. 1

4 Argumentarea existentei limitei A a sirului (x,)y=1 - 1

5 | Obtinerea inegalititii A> a. 1

6 Trecerea la limita in relatia din enunt. 1

7 | Obtinerea valorii limitei: A= va. 1
Punctaj total | 7 puncte

Remarca: Oricare alta rezolvare corecta se apreciaza cu 7 puncte.

11.2. Sa se afle toate functiile derivabile f: (0, +o2) - (0, +°) ce verifica relatiile £ (3) = 1si f'(x) =

—f3(0).
Etape ale rezolvarii cu barem de evaluare
Pasul Etape ale rezolvarii Punctaj
acordat
1 | Obtinerea egalititii (f ~2(x)) = 2. 1
2 | Argumentarea faptului ca f ~2(x) e o functie de forma f~?(x) = ax + b. 1
3 | Obtinerea egalitatii f ~2(x) = 2x. 1
4 Obtinerea egalitatii f(x) = \/% 1
5 Mentionarea faptului ca functia f(x) = \/% este definita pe intreg intervalul (0, +<) 1
si este derivabila pe acelasi interval.
6 Verificarea faptului ca f(x) = \/%_x respecta relatiile f (%) =1sif'(x) =—f3x). 1
7 Concluzionarea faptului ca f: (0, +o0) —= (0, +0), f(x) = \/%_x, este unica functie ce 1
verificd conditia problemei.
Punctaj total | 7 puncte

Remarca: Oricare alta rezolvare corecta se apreciaza cu 7 puncte.




- A . . V1
11.3. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia cos — = —x6 — 4x5 + 2x* + 12x3 — 9x2 — 1.

Etape ale rezolvarii cu barem de evaluare

Pasul Etape ale rezolvarii Punctaj
acordat
1 | Scrierea inegalitatii 1 > — cosg =x% +4x> — 2x* — 12x3 + 9x? + 1. 1
2 | E(x) % x® 4+ 4x° — 2x* — 12x% + 9x? = x?(x* + 4x3 — 2x2 — 12x + 9) 1
3 E(x) = x?[(x? + 2x)? — 6(x? + 2x) + 9] 1
4 E(x) = [x(x?+2x—3)]*=0. 1
5 Obtinerea candidatilor pentru solutii: x = 0, x = 1 sau x = —3. 1
6 Argumentarea faptului ca x = 0 si x = —3 nu sunt solutii. 1
7 Verificarea faptului cad x = 1 este solutie. 1
Punctaj total | 7 puncte

Remarca: Oricare alta rezolvare corecta se apreciaza cu 7 puncte.

11.4. Fie dat triunghiul ABC si BC = a. Consideram un punct M pe semidreapta [CA), astfel incat
£MBC = £BAC. Gasiti cea mai mica distanta posibila dintre centrele O, si O, ale cercurilor circumscrise
triunghiurilor ABC si ABM.

Etape ale rezolvarii cu barem de evaluare

Pasul Etape ale rezolvarii Punctaj
acordat
1 Mentionarea celor doua cazuri analizate. 1
2 Obtinerea egalititii BC? = AC - MC si concluzionarea faptului cd BC este tangenti la 1
cercul cu centrul in O, circumscris triunghiului AABM.
3 Obtinerea DO, L BC si 0,B L BC, unde D este mijlocul lui BC. 1
4 Mentionarea faptului ca segmentul [BD] de lungime % este proiectia ortogonala a 1
segmentului [0,0,] pe dreapta (BC) si concluzionarea inegalitatii 0,0, = %
5 Mentionarea faptului ca egalitatea are loc cand 2B = 90° si 0, e mijlocul lui AC, O, 1
este mijlocul lui AB,BM L AC.
6 Mentionarea faptului ca al doilea caz e analogic. 1
7 Valoarea cea mai mica a distantei dintre centrele O, si O, este egala cu % 1
Punctaj total | 7
puncte

Remarca: Oricare alta rezolvare corecta se apreciaza cu 7 puncte.




11.5. In gradina zoologic triiesc X hameleoni de culoare surd, 2022 de culoare alba si 100 de culoare
roz, care pot sa se intalneasca, dar doar cate doi. Daca se intdlnesc 2 hameleoni de acelasi culoare, atunci
culoarele lor nu se schimba. Daca se intalnesc 2 hameleoni de diferite culori, atunci ei in acelasi timp isi
schimba culoarea in a 3-ia culoare. In ce conditii pentru X este posibila situatia ca intr-un moment dat
toti hameleonii din gradina zoologica sa devina de o culoare?

Etape ale rezolvarii cu barem de evaluare

Pasul Etape ale rezolvarii Punctaj
acordat
1 Studierea numarului de hameleoni de diferite culori, ca triplet (a,b,c). Gasirea 1
variantelor de schimbare a tripletului initial (a, b, ¢) dupa intilnirea a 2 hameleoni.
2 Studierea a 3 diferente a numarului de hameleoni de diferite culori Tnaintea intilnirii a 1
2 hameleoni si dupa intilnie (pe variante).
3 Demonstrarea faptului ca cele 3 diferente mentionate sau nu se schimba, sau se 1
schimba cu +3.
4 Demonstrarea faptului ca restul de la Tmpartirea celor 3 diferente mentionate la 1
numarul 3 nu se schimba dupa intilnirea a 2 hameleoni.
5 Demonstrarea faptului ca cele 3 diferente initiale sunt egale cu (X — 2022), (2022 — 1

100) si (X — 100). Demonstrarea faptului ca daca la final toti hameleonii sunt de o
culoare, atunci pentru triplete (a, b, ¢) vom avea: sau (0,0, M), sau (0, M, 0), sau
(M, 0,0). Demonstrarea faptului ca atunci X =3m sau X =3m+ 1, m € N.

6. Demonstrarea faptului ca situatia finald, cand toti hameleonii sunt de o culoare, este 2
posibila.

Punctaj total | 7
puncte

Remarca: Oricare alta rezolvare corecta se apreciaza cu 7 puncte.




