OLIMPIADA REPUBLICANA LA MATEMATICA
05 martie 2022, clasa a X-a

SOLUTII

1 N 1 N 1
2x-y-2)* (y-z-%* (2z-x-y)*

10.1. Numerele reale x, y, z si A verifica relatia A:\/

Aratati ca daca x, Y si Z sunt numere rationale, atunci si A este un numar rational.
Solutie. Notam 2x—-y—-z=a, 2y—-z—-x=b, 2z-x-y=c.

Atunci a+b+c=0 sideoarece X, Yy, zeQ, avem a, b, c e Q. Mai mult,
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Deci A= (1+l+l) =
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10.2. In triunghiul ABC , punctul M este mijlocul laturii BC . Pe bisectoarea unghiului BAC se ia
punctul N astfel incat BN L AN . Determinati lungimea laturii AC , daca AB=10cm si MN =2cm.

Solutie. Fie BNNAC ={L}. B
Distingem urmatoarele cazuri potentiale:
1. Dacd N €(BC), atunci AN este bisectoare si inaltime in aABC,

adica si mediana. Prin urmare N =M , ceea ce contrazice ipotezei
MN = 2cm . Cazul este imposibil.

2. Presupunem ca punctul N se afld in interiorul AABC, adica
Le(AC). Triunghiurile dreptunghice  ABN si  ALN sunt

congruente, conform criteriului  (CU), atunci BN =LN si
AL = AB =10cm.

Deoarece N este mijlocul segmentului BL, iar M este mijlocul B
segmentului BC, atunci [MN] este linie mijlocie a ABCL, deci

CL=2-MN =4cm, iar AC=AL+LC =14cm.

3. Presupunem ca punctul N se afla in exteriorul AABC, adica CE(AL), N
atunci in mod dual cazului 2, vom avea AABN =AALN,
CL=2-MN =4cm,iar AC=AL-CL=6cm.
1 1 q c L

Cazul 3 este posibil doar daca MN <§AL=EAB, ceea ce se

indeplineste 1n aceastd problema.
Deci ambele cazuri, 2 si 3, sunt posibile si problema are doud raspunsuri.

Raspuns: 14cm sau 6¢cm.



10.3. Rezolvati in R ecuatia +/8x* +10X —3 —/8X+12 =3+/4x+8 —\/4x* +Tx 2.

Solutie.
Ecuatia din enunt este echivalenta cu ecuatia \/(4X -1D(2x+3) + \/(4X —1)(x+2) —2+/2x+3 —2/x+2 =3.

Vom avea DVA= B + ooj .

In continuare scriem ecuatia sub forma

J4x—1(J2x+3+Jx+2)—2(J2x+3+Jx+2):3 N (\/4x—1—2)(\/2x+3+\/x+2):3. 1)

Deoarece /2x+3++/x+2 >0 pentru orice x e DVA, din (1) urmeazi, c¢i ~4x—1—-2>0, adica

5 .. L .. . 5
X > 7 Prin urmare, ecuatia din enunt poate avea solutii doar pe intervalul (Z +OOJ .

Suma a doua functii strict crescatoare este o functie strict crescatoare. Prin urmare, functia

: < S . : e o :
f(X) =v2X+3+X+2 este strict crescitoare pe (Z +ooj, in plus este si pozitivd. Functia

. 5 C 5
g(x) =4/4x—-1-2 de asemenea este o functie strict crescatoare si pozitiva pe (Z + ooJ .

Produsul a doua functii pozitive si strict crescatoare este o functie strict crescatoare, ceea ce reprezinta
membrul stang al ecuatiei (1), iar membrul drept al ecuatiei (1) este o constantd. Prin urmare, ecuatia (1)

) . 5
are cel mult o solutie pe intervalul Z; +o0 |,

Observam, ca pentru X=2¢€ (%, +oo) in (1) avem (ﬁ— 2)(«/7+ 2) =3, un adevar.
Deci, unica solutie este X = 2. Rispuns: S ={2}.

10.4. Fie multimea M ={f :R > R | f (2f (x)+x)+ f (x) =4x—4].

a) Aratati ca multimea M nu este vida.
b) Gasiti toate numerele a € R astfel incat f(a)=0 are loc pentru cel putin o functie f e M .

c) Gasiti toate numerele a € R astfel incat f(a) =0 are loc pentru toate functiile f e M .
Solutie. a) Sa aratim ci functia f :R — R, f(X)=x-1 apartine multimii M . Intr-adevar,
f(2f()+x)+ f(X)=f(Bx—-2)+x-1=4x—4.Deci M = .

b) Vom arata cu multimea acestor valori a nu este vida, adica exista un zerou pentru cel putin o functie
din M. Pentru aceasta alegem o functie f din M, anume f (x) =X —1. Aceasta functie are zeroul x =1.

Vom arata acum ca orice functie din M poate avea zerou doar x =1.

Fie functia f €M si x, un zerou al lui f, adicd f(x,)=0.Inrelatia f(2f(x)+x)+ f(x)=4x-4
substituim x cu x, si obtinem 4x,—4=f(2f(x,)+x,)+ f (%)= f(x)+0=0=x, =1. Prin urmare,
orice functie f € M poate avea cel mult un zerou, si anume x, =1, adica a=1. Raspuns: a=1.

c) Vom ardta cd x =1 este zerou pentru orice functie f € M , adica are loc egalitatea (1) =0,
Fie f e M . Notam f(1)=b. Atunci f (2f(1)+1)+ f(l)=4-4 < f (2b+1):—b.
Inrelatia f(2f(x)+x)+ f(x)=4x—4 substituind x cu 2b+1, obtinem:

f(2f(2b+1)+2b+1)+ f(2b+1)=4(2b+1) -4 < f(-2b+2b+1)+ f (2b+1]) =8b =

< b-b=8b<=b=0.
Astfel, am aratat ca functiile f € M au un singur zerou, x=1. Deci a=1. Raspuns: a=1.



10.5. Determinati toate valorile parametrului real m pentru care ecuatia

m(m+2)-x* —(m—2)-x(x* +1) - 2(x* +1)> = 0 are dous solutii reale distincte.

Solutie. Observim ci x =0 nu este solutie a ecuatiei. Impartind ambii membri ai ecuatiei la x>, obtinem
ecuatia echivalenta

2.(X2X+1] +(m=2)- X2X+l—m(m+2):0. (1)

2

Notand 2 X+1 =t, obtinem ecuatia 2t>+(m-2)-t-m(m+2)=0. (2)
Vom determina multimea valorilor lui t, adicd multimea E(f) a valorilor functiei f:R™ >R,
£(x) = X2 +1.
X
X2X+l=t<:> x* —tx+1=0. Calculim A(t)=t*—4.

teE(f) dacd si numai daca A(t)>0< t e(—o0;—2]U[2;400), atunci E( f)=(—o0;—2]U[2;+0).

1 .. . .
(sau t = x+—, de unde pentru x pozitivavem t > 2, iar pentru x negativavem t<-2.)
X

2
. X+
* Pentru fiecare valoare t =2 sau t = -2 ecuatia

=t are cate o singura solutie reald. Ecuatia (1) va

avea doua solutii reale daca ambele numere t =2 sau t =—2 sunt simultan solutii ale ecuatiei (2). Aceasta

are loc pentru m = 2.
2

. . X +1
* Pentru orice valoare t <—2 sau t > 2 ecuatia

=t are cate doua solutii reale.

X
Pentru ecuatia (2) calculam A(m)=(m—2)°+8m(m+2)=9m*+12m+4=(3m+2)° >0, de unde
= —m,
ecuatia (2) are oricand solutiile reale ) m+2.
2

. 2 . : . . 2 ) .
1) Fie m= ~3 Atunci ecuatia (2) are 0 singura solutie ¢t = 3 ¢ (—oo;—Z) U (2;+oo) . Deci in acest caz ecuatia
(1) nu are solutii reale.

2) Fie meR \{—5;2}. Atunci ecuatia (1) va avea doua solutii reale distincte, daca ecuatia (2) are doar o

solutie pe intervalul (—oo;—Z) U(2;+oo) , ar alta solutie se afld pe intervalul (—2; 2) :

(—me —o0; =2 ) U( 2; 400 _
m+2( ) 2) ( ) {me(—oo;—Z)u(Z,+oo)
Deci e(_ | ) = me(—6;2) <::’PnE(_(a;_z)@me(—6;—2).
m+2 e(—oo;—Z)u(Z;+oo) {m E(_OO’_G)U(Z""OO) med
me(-2;2)
i —me(—2;2)

Rispuns: me(-6;—2)U{2}.



