Olimpiada Republicana la Matematica
Ziua a doua, 1 martie 2020, Clasa a IX-a
Solutii
Problema 9.5. Sa se arate, ca pentru oricare numar natural nenul n exista un gir de 2n+1 numere
naturale consecutive astfel, incat suma patratelor primelor n+1 dintre ele sa fie egala cu suma

patratelor urmatoarelor n dintre ele. Sa se verifice, daca exista un asemenea sir cu numarul din mijloc
egal cu 2020.

Rezolvare. Fie k numarul din mijlocul acestui sir, 0 < k£ <n. Sirul are forma
k—nk—(n-1),k—n-2),... k=L k, k+1, ..., k+(n—=2), k+(n—-1), k+n.
Conform conditiei,
(k—n) +[k—(n=-DF +[k—(n=2) +...+ (k=1 + k> =(k+1)° +[k+(n=D] + (k+n)>.
Dupa ridicarea la patrat si reducerea termenilor asemenea, se obtine
—2kn—2k(n—1)—2k(n—2)—...—2k+k> =2k +...+ 2k(n—2)+2k(n—1) + 2kn,
adicd k> =4k(1+2+3+...+n), sau k° =2kn(n+1). Cum k=0, rezultdi k =2n(n+1). Evident,

O<n<k.
Astfel, pentru fiecare n se afla termenul din mijloc al sirului, deci si sirul in Intregime.
Pentru & =2020 se obtine n(n+1)=1010. Dar 1010=2-5-101, prin urmare, numarul 1010 nu

poate fi produsul a doud numere naturale consecutive. Numarul 2020 nu poate fi termenul din mijloc al
unui §ir cu proprietate din enunt.

Problema 9.6. Sa se afle toate perechile de numere naturale prime p, q, care satisfac ecuatia
3p*+5¢* +15=13p°q".

Rezolvare. Numerele p si ¢ nu pot fi concomitent impare. Pentru verificare, se foloseste congruenta
modulo 4. Partea stingd, 3p* +5¢g”* +15=3(mod4), iar partea dreaptd, 13p°g”> =1(mod 4).

Numerele p si ¢ nu pot fi concomitent pare, adica nu pot fi egale fiecare cu 2. Intr-adevir, in acest
caz partea stanga este un numar impar, iar cea dreapta este un numadr par. Ramane de examinat cazurile,
in care unul din numerele p, g este par, adica egal cu 2.

Fie p =2. Ecuatia capiti forma 48+ 5¢* +15=52¢" adici 5¢* —52¢> + 63 =0. Din ecuatia bi-

: T . : :
patratd obtinuta se afla q’ = 3 si ¢° =9. Doar valoarea ¢ =3 este numdr prim. Astfel, o solutie a ecua-

tiei date este (p, q) =(2, 3).
Fie acum ¢ =2. Ecuatia capiti forma 3p* +80+15=52p>, adici 3p*—-52p°>+105=0. Din

ecuatia bipatrata obtinuta se afla p2 = 5 si p2 =15. Ecuatia nu are solutii nici macar in numere intregi.

Astfel, ecuatia data are o singura solutie: (p, g) =(2, 3).

Problema 9.7. Fie triunghiul ascutitunghic ABC cu AB> AC. Punctul F, situat pe latura (BC),

este piciorul inaltimii duse din varful A, iar H este ortocentrul triunghiului ABC. Pe semidreapta
(BC seiaun punct D astfel, incdat C € (BD). Cercul circumscris triunghiului DFH intersecteaza seg-

mentul (AD) in punctual N astfel, incdt punctul N apartine si cercului circumscris triunghiului ABC.
Demonstrati, ca dreapta NH trece prin mijlocul laturii (BC).

Rezolvare. Deoarece m(Z DFH)=90" = DH — diametrul cercului circumscris triunghiului DFH.
Cercul circumscris triunghiului DFH intersecteaza segmentul (4D) in punctul N, prin urmare,
m(£ DNH)=90° = m(£ ANH). De aici obtinem ci dreapta NH este perpendiculari pe dreapta AD.
Fie K piciorul inalfimii duse din varful C, iar E piciorul inalfimii duse din varful B. Rezulta ca
patrulaterul AEHK este inscriptibil in cercul cu diametrul AH. De aici obtinem ca
m(LEHK) =180° — m(£A)= m(£BHC). Cum m(£ ANH)=90° si AB> AC , rezultd cd punctul N este



punctul, in care cercul circumscris triunghiului ABC intersecteaza cercul circumscris patrulaterului
A

AEHK . Fie P punctul, in care dreapta NH intersecteaza cercul circumscris triunghiului 4ABC. Atunci
obtinem, ci m(£LBPC)=180"-m(£LA)= m(£LBHC). Cum m(£ANP)=90°, rezulti ci segmentul
AP este diametrul cercului circumscris triunghiului ABC. De aici obtinem ci m(Z£ ABP)=90", de
unde BP || CH . Prin urmare, patrulaterul BPCH este paralelogram, in care segmentul PH este diago-
nala. Astfel, dreapta NH trece prin mijlocul laturii (BC), c.t.d.

Problema 9.8. Numerele naturale a,b,c,d si n verifica relatiile a’*—b*=c"—d*=n.Sise arate, ca
numarul 2(a+b)(c+d)(ac+bd —n) este un patrat perfect.

Rezolvare. Folosind relatiile, a® —b*> = c> —d* = n, se obtine consecutiv:

E =2(a+b)(c+d)(ac+bd —n)=(a+b)c+d)2ac+2bd —2n)=(a+b)c+d)[(b+d)’ —(a—c)’]=
=(a+b)(c+d)b+d—-a+c)b+d+a—-c)=(a+b)c+d+b—a)-(c+d)a+b+d—c)=
=[(a+b)c+d)+(a+b)b—a)]-[(c+d)a+b)+(c+d)(d—c)]=
[(a+b)c+d)—(a’ ~b") | [ (a+b)c+d)—(c* ~d°) |=[(a+b)c+d)—n]-[(a+b)(c+d)—n]=
=[(a+b)c+d)—n].

Afirmatia este demonstrata.



