Olimpiada Republicana la Matematica
Prima zi, 29 februarie 2020, Clasa a IX-a
Solutii

Problema 9.1. Sa se afle toate numerele naturale n (n>1), care satisfac urmatoarea conditie: din
multimea de numere {1,2,3,...,n} poate fi eliminat un numar astfel, incdat media aritmetica a numere-

lor din multime sa se schimbe cu . Pentru fiecare astfel de numar n sa se arate §i numarul

eliminat.
Rezolvare. Fie n un asemenea numar si 4={1,2,3,...,n}. Suma numerelor mul{imii 4,
n(n+l) . ) n+l _. . .y ) ) .

S = ( ), iar media lor, M :T. Fie m numarul, eliminat din multimea 4, 1<m<n. Fie A’

multimea elementelor ramase, A'=A\{m}={1,2,....m—1,m+1,...,n}. Suma numerelor multimii A4’',

:M’ iar media lor, M':M
2 2n—1)

S'=5- . In rezultatul elimindrii numarului m

, Conform conditiei,

media numerelor poate sa se mareasca sau sa se micsoreze cu

-M'= ! sau M'—M = ; Se examinaza ambele cazuri.
2020
Caz.l. Fie M — M’ :L. Se obtine ntl_nn+l)-—2m = 2m—n-1 = ! , de unde
2020 2 2(n—1) 2(n-1) 2020
n= 2020m —1009 = (2022m —1011) —2(m —1) =2m-1-2- m_—l Cum » este numar natural, iar

1011 1011
(2,1011) =1, rezulta ca 7—!
1011

trebuie sa fie un numar natural. Fie ’1740—;11 =k, unde k£ € N. Astfel,

m=1011k+1. Dar atunci n=2(1011k+1)—1—-2-k, adica n=2020k+1. Cum m<n, rezulta
k >0,adica ke N".

Astfel, in cazul 1 numerele 7 sunt toate numerele de forma » = 2020k + 1; numarul respectiv, care se
elimina din multimea 4, este m =1011k +1.

Caz 2. Fie M'—-M = ﬁ Ca si in cazul 1, se obtine ca numerele » sunt toate numerele de forma

n = 2020k +1; numarul respectiv, care se elimina din multimea 4 este m =1009k +1.

Definitiv, conditia din enunt o satisfac toate numerele naturale de forma » = 2020k +1, unde
k =1,2,3,.... Numerele respective, eliminate din 4, sunt numerele de forma m =1011k+1 si
m=1009k +1.

Problema 9.2. Cercul este divizat de 2020 de puncte in 2020 de arce egale. Pdcald sustine, ca poate
construi o linie franta inchisa cu vdrfurile in aceste puncte astfel, incdt oricare doua segmente ale ei sa
nu fie paralele. Are dreptate Pdacala?

Rezolvare. Punctele de pe cerc se noteaza cu numerele 1,2,3,...,2020 in mod consecutiv si intr-o
anumita directie, de exemplu, in sens orar. Pentru simplitate, lungimea fiecaruia din cele 2020 de arce se
va considera egald cu 1. Fiecare segment al liniei frante se noteaza cu perechea de numere din extremita-
tile lui.

Fie cd segmentele ij si k/ sunt paralele, ca in figurile de mai jos. Arcele, cuprinse intre coardele
paralele ij s1 kj sunt congruente. Punctul 1 poate fi situat pe unul dintre aceste arce sau in afara lor. Daca
punctul 1 e situat pe unul dintre aceste arce, ca in fig. a), atunci 2020—(/—-1)+i—1=%k—j, de unde

rezulta
(k+D)—(@(+j)=2020. (a)



J
Daca punctul 1 e situat in afara arcelor egale, ca in fig. b), atunci i —/ =k — j, de unde rezulta
i+j=k+I. (b)
Daca punctul 1 coincide cu unul din extremitatile segmentelor, deasemenea se obtine una din relatiile (a)
sau (b). Egalitatile (a) si (b) pot fi unificate:
i+ j=k+[(mod 2020). (*)

Relatia obtinutd reprezintd conditia de paralelism a segmentelor i/ si k/. Fie ca linia franta incepe in
punctul 7, si trece prin toate punctele:

>Ny —> Ny —> .. —> Ny —> 1.
Presupunem, ca Pdacala are dreptate: printre segmentele nn,, n,n,,..., n,y,,n nu existd doud para-
lele. Conform (*), aceasta inseamnd, cd printre numerele »n, +n,, n, +n,, ..., Hy,, +71, NU existd

doud, care ar fi congruente modulo 2020. Prin Tmpartirea acestor numere la 2020 se obtin 2020 de res-
turi diferite: 0,1,2,...,2019. Atunci

(n,+ny)+(n,+ny)+...+ (1, +1,)=0+1+24+3+...+2019 (mod 2020).

Partea stanga a acestei congruente,
(n, +ny)+(n, +ny)+...+ Ny +1,) =2(n, +n, +...4+n,,,) =2021-2020,

este congruentd cu 0 modulo 2020. n acelasi timp, partea dreapta,

0+1+2+...+2019=¥-2019=1010-2019,

care nu este congruentd cu 0 modulo 2020.
Contradictia arata, ca Pacala nu va putea realiza constructia, prin urmare, nu poate fi crezut.

Problema 9.3. Bisectoarele BB, si CC, ale triunghiului ABC se intersecteaza in punctul O. Masu-
ra unghiului Z/BOC este egald cu 120°. Cercul, circumscris triunghiului BC,0, intersecteazd latura
BC in punctul D. Sa se demonstreze, ca AD 1 B,C,.

Rezolvare.
ZBOC =120° = LOBC + LOCB = (LABC+ ZACB) /2 =60 = £ZBAC = ZB,AC, = 60’;




ZBOC, = ZBOC =120°. Astfel, patrulaterul 4B,OC, este inscriptibil. Dar
Z0DC =180° - £ZBDO = ZBC,0 =180° = ZAC,O = ZAB,O =180° — ZOB,C. Prin urmare, patrulaterul

OB,CD de asemenea este inscriptibil. De aici, ZOAC, = LOAB, = ZOB,C, = ZOC\B, = %LA,

Z0CD=/20BD=Z0BC, = %ZB,

ZDB0=/0CD = /OCB, = %ZC = /BC.D=/0CB +/0CD = %(4,4 +/B),

ZDB,C, = ZDB O+ ZOB.C, = %(LAJrLC). Cum ZAOC, este unghi exterior al tri-unghiului 4ACO,

rezulta ZAOC, =(£LA+ ZC)/2. De aici,

ZACB, = ZAOB, =(LA+ 4£B)/ 2= ZB,C\D, ZAB,C, = LZAOC, =(£LA+ £C)/2=2ZDB,C,.
In rezultat se obtine A AB,C,=ADB,C, (dupi latura B,C, si unghiurile aliturate ei). Prin urmare,
punctul D este simetric punctului 4 in raport cu B,C,. De aici se obtine 4D L B,C,, c.t.d.

Problema 9.4. Sa se demonstreze, ca pentru oricare numere pozitive a, b, ¢ este adevarata
inegalitatea

a+b—-2¢c b+c—-2a c+a-2b
+ + >0.
b+c c+a a+b

Cdnd are loc egalitatea?

Rezolvare. Dupa inmultirea cu (a+b)(b+c)(c+ a) se obtine inegalitatea
(a+b)c+a)a+b—-2c)+(a+b)b+c)b+c—-2a)+(b+c)c+a)c+a—2b)=0, (*)
echivalenta celei din enunt. Pentru fiecare din cei trei termini se deshid parantezele:
(a+b)c+a)a+b—2c)=a’ +2a’b—2ac’ —2bc> —a’c+ab® +b’c;
(a+b)b+c)b+c—2a)=b"+2b°c—2a’b—2a°c—ab” +ac® +bc’;
(b+c)c+a)c+a—2b)=c’ +2ac® —2b°c—2ab’> —bc®> +a’b+a’c.
Acum inegalitatea (*) capitd forma a’ +b° +c’ —2ab*> —2bc*> —2ca” +a’b+b’c+c’a > 0.
Urmeza, in mod echivalent,
(a’ —2a°c+ca)+ (b’ —2ab® +a’b)+(c’ —2bc” +b’c) > 0;
a(a’ —2ac+c*)+b(b> —2ab+a’)+c(c’ —2bc+b>)=0; a(a—c)’ +b(b—a)’+c(c—b)* =0.
Toate transformarile au fost echivalente, iar ultima inegalitate este adevarata pentru oricare numere
pozitive a, b, ¢. Afirmatia este demonstrata.
Din ultima inegalitate este clar, ca egalitatea se realizeaza doar pentru a =b =c.



