Olimpiada Republicana la Matematica
Prima zi, 29 februarie 2020, Clasa a IX-a
Barem de evaluare

Problema 9.1. Sa se afle toate numerele naturale n (n >1), care satisfac urmatoarea conditie: din
multimea de numere {1,2,3,...,n} poate fi eliminat un numar astfel, incat media aritmetica a numerelor

din multime sa se schimbe cu

. Pentru fiecare astfel de numar » sa se arate si numarul eliminat.

Rezolvare cu barem de evaluare

Pasul Etape ale rezolvarii Punctaj
acordat
1. Afla media aritmetica M a numerelor multimii {/,2,3,...,n/}. 1 punct
2. | Noteaza numadrul eliminat, de exemplu, cu m si afla media A/’ a numerelor ramase. 1 punct
3 Pentru M —M'>0: Afla 2m—n—l: ! . I'punct
2(n—1) 2020

4. | Obtine n=2020k+1, ke N". 1 punct
5. | Afla numirul eliminat m =1011k+1, ke N". 1 punct
6. | Pentru M'—M >0: Afld n=2020k+1, ke N*. 1 punct
7. | Obtine m =1009k +1, k € N* si scrie raspunsul corect. 1 punct

Punctaj total: | 7 puncte

Remarca: Oricare alta rezolvare corecta se apreciaza cu 7 puncte.

Problema 9.2. Cercul este divizat de 2020 de puncte Tn 2020 de arce egale. Pacala sustine, cd poate
construi o linie franta inchisa cu varfurile in toate aceste puncte astfel, incat oricare doua segmente ale ei
sa nu fie paralele. Are dreptate Pdcala?

Rezolvare cu barem de evaluare

Pasul Etape ale rezolvarii Punctaj
acordat

1. Noteaza punctele cu 1,2,3,...,2020, iar segmentul cu extremitatile i, j cu ij si
stabileste conditia de parallelism a segmentelor ij si kl: i+ j =k +[/(mod 2020); 3 puncte

a)pentru i+ j=k+/ --1punct;
b) pentru (k+1)—(i+ j)=2020 --1 punct;
¢) pentru unificare, i+ j =k +/(mod 2020) — 1 punct.

2. Presupune, ca Pacala are dreptate si obtine 2 puncte
(n+ny)+(n,+ny)+...+ (1,0, +1,)=0+1+24+3+...+2019 (mod 2020).

3. Aratd ca (n, +n,)+(n, +ny) +...+ (n,,, +n,) = 0(mod 2020). 1 punct

4. Aratd cd suma 0+1+2+3+...+2019 nu este congruenta cu 0 modulo 2020. 1 punct

5. Contradictie, deci Pacala nu are dreptate. 1 punct

Punctaj total: | 7 puncte

Remarca: Oricare alta rezolvare corecta se apreciaza cu 7 puncte.




Problema 9.3. Bisectoarele BB, si CC, ale triunghiului ABC se intersecteaza in punctul O.
Masura Z BOC este egald cu 120°. Cercul circumscris triunghiului BC,0 intersecteaza latura BC in

punctul D. Sa se demonstreze, ca AD 1 B,C,.

Rezolvare cu barem de evaluare

Pasul Etape ale rezolvarii Punctaj

acordat

1. | Este demonstrat cd masura /A4 =60° (1p.) si patrulaterul 4B,0C, este inscripti- 2 puncte

bil (1p.)

2. | Este demonstrat ca patrulaterul OB,CD este inscriptibil. 2 puncte

A concluzionat cd A AB,C, = ADBC,. 2 puncte

4. Punctul D este simetric punctului A4 in raport cu B,C,. De aici obtine, ca 1 punct
AD 1 BC,, c.td.

Punctaj total | 7 puncte

Remarca: Oricare alta rezolvare corecta se apreciaza cu 7 puncte.

Problema 9.4. Si se demonstreze, ca pentru oricare numere pozitive a, b, ¢ este adevarata
inegalitatea

a+b—2c b+c—2a c+a-—2b
+ + > 0.
b+c c+a a+b
Cand are loc egalitatea?

Rezolvare cu barem de evaluare

Pasul Etape ale rezolvarii Punctaj

acordat

1. Inegalitatea se inmulteste cu produsul numitorilor 1 punct
2. Obtine @’ +b’ +c* —2ab> —2bc” —2ca’ +a’b+b’c+c’a>0. 2 puncte
3. Grupeazi termenii: (a’ —2a’c+c’a)+ (b’ —2ab” +a’b)+(c’ —2bc” +b’c) > 0. 1 punct
4. Obtine a(a’ —2ac+c*)+b(b*> —2ab+a’)+c(c> —2bc+b*) > 0. 1 punct
5. | Aduce inegalitatea la forma a(a—c)* +b(b—a)’ +c(c—b)* >0, adevirati si echi- | 1 punct

valenta inegalitatii din enunt.

6. Stabileste, ca egalitatea este adevarata pentru a =b =c. 1 punct
Punctaj total: | 7 puncte

Remarca: Oricare alta rezolvare corectd se apreciaza cu 7 puncte.




