Olimpiada Republicana la Matematica
Ziua a doua, 1 martie 2020, Clasa a XII-a
Solutii
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12.5. Fie functia continua f: (1; +0) - R, f(x) = Determinati primitivele

F:(1; +) = R ale functiei f.

Solutie:
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12.6. Fie paralelipipedul ABCDA,B,C;D,, in care m(£A,AD) = m(£A,AB) = m(£DAB) = 60°,

iar C;A; =7 em, C;B = V13 cm, C;D = /19 cm. Determinati distanta de la punctul 4 la planul
A,BD.
Solutie:
Aplicand teorema cosinusurilor, obtinem sistemul
AB* + AD* + AB-AD =7

AD? + A;A* + AD - A;A =13,

AB? + A;A? + AB-A;A =19
Rezolvand sistemul



AB?2+ AD*+ AB-AD =7
AD? + A, A% + AD - A, A = 13
AB? + A,A* + AB - A,A = 19,

obtinem AD =1 cm, AB = 2cm, A;A =3 cm.

Fie O - proiectia punctului A; pe planul ABD, iar OP 1L AB,P € (AB).
Intrucat m(2A4,AD) = m(2A,AB) = m(£DAB) = 60°, obtinem ca m(20AP) = 30°.
Atunci AP = %cm, A0 =+/3 cm, A0 = V6 cm.

. 1 V2
Atunci VAlABD = EAAABD ' A10 = ? (Cm3).

Aplicim teorema cosinusurilor si obtinem A;D = A;B = /7 (cm), BD = /3 (cm).

Atunci Vg 4pp = %AAAlBD -AK = % - AK, unde K este proiectia punctului A pe planul A;BD.

Obtinem AK = Zsﬁ cm.
12.7. Fie numerele complexe z4, z,, z3, astfel incat |z, | = |z,| = |z3| =1 si 212,23 # —1.
Aratati ca

Z1 Vv zy+ 23+ 212, + 2123 + 2,23
w =

1+ 212,23
este un numar real.



Solutie:

Observam ca
|Zl'| =1= ZiZ_l =1,i =1,2,3.
Atunci
- (21 +2zy+ 23+ 212y + 2,23 +2223) Z1t* 72y + 723+ 217, + 721723 + 7573

1+ 212,23 1+Zz,z,23
212y23(Z1 + Z + 23 + 212y + 1123 + Z,73)

212,23(1 + 2,2, 73)
Z1Z123Z3 F 21232773 + 21292373 + 2121297223 + 2121227323 + 212277373
= ——— = w.
Z1Z,Z9 2727373 + Z1Z2Z3

Am obtinut astfel w = w, ceea ce implicaw € R.

12.8. Determinati functiile continue f: [ ;e ] - R, pentru care
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Calculam
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Tinand cont de faptul ca functia h(x) = ( f(e > W) este continud si nenegativa
.. . U . . o xy_ 1. _

pe [—2; 2], obtinem ca ultima egalitate este echivalenta cu f(e*) > W =0,Vx € [-2; 2].

Se cunoaste ca h(x) = 0,Vx € [a; b] implica f: h(x)dx = 0.



Pentru a demonstra veridicitatea implicatiei inverse (adica f: h(x)dx =0, h:[a;b] - R,
h - continua pe [a; b], h(x) = 0,Vx € [a; b] implicd h(x) = 0,Vx € [a; b]) vom presupune
contrariul. Presupunem ca f: h(x)dx = 0, h:[a;b] = R, h - continui pe [a; b], h(x) = 0,
Vx € [a; b] dar exista x, € [a;b], pentru care h(x,) # 0.Din continuitatea functiei h rezulta
existenta intervalului [x, — & x¢ + €] € [a; b], € > 0, astfel incat h(x) > 0, Vx € [x, — & xo + €].
Aceasta implica f: h(x)dx > f;o__; h(x)dx > 0, ceea ce contrazice presupunerea f: h(x)dx = 0.

1 o
" 0,Vx € [—2; 2], ceea ce implica
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Astfel obtinem f(e*) = ; :



