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Solutii

11.5. Sa se arate ca, pentru orice numere reale x,y €[0,1], este justa inegalitatea
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Ridicand la patrat, obtinem Conform inegalitatii
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mediilor pentru 2 numere u,v >0, avem 2+/uv <u+v. Atunci
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Astfel este suficient de demonstrat ca . Deoarece 0<ux,y<1, atunci

xy >0 si 1+xy>1. Atunci avem un sir de inegalitdti echivalente
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ceea ce este evident adevarat, pentruca 0<x, y <l1.
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11.6. Fie sirul (a,)._,, definit prin relatiile a, =1, a, = 2\}? sia =2aa, —a,, Yn=2.5a

. . ..a,
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Solutie.

Avem a,=2a’-a,= 2(
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a,=2a,a,—a, =2~7~ ﬁ —5 T Aceste valori ne induc presupunerea rezonabild

2
a, =cos (E n}, Vn=2. Vom demonstra justetea ei cu ajutorul metodei inductiei matematice.

Intr-adevir, avem
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Fie afirmatia adevarata pentru Vn<N, N >2. Sa demonstram justetea afirmatiei si pentru
n=N . Intr-adevir, avem
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Conform metodei inductiei matematice, avem a, = cos(ﬁ nj , Vn>2.

Deoarece functia cosinus este periodicd cu perioada 27 , rezultd ca sirul (a,)_, este periodic cu

. . 1

perioada 24. Decl, d,y,0 = @pomeans = s = 5 .
< 4. a . a, 1 /4 1 R oL )
Calculam lim—% . Obtinem 0 <|—|=|—cos| —n | <— . Trecind la limita cu n — o0, obtinem
n=® g n n 12 n
. la,| . 1 .o a, . a,

0<lim|—%|<lim— =0, adica lim|—%|=0, ceea ce implicd lim—% =0.

n—»0 n n—>0 n n—>w n n—>0 n

11.7. Fie ABC un triunghi echilateral fixat. Pentru fiecare dreapta arbitrara | ce trece prin
varful B se considera punctele D, si E,, ce reprezinta piciorul perpendicularei duse din punctul
A, respectiv C, la dreapta . Sa se determine locul geometric al punctelor P, ce formeaza un
triunghi echilateral PD,E, .
Solutie.
Sunt posibile diferite localizari ale dreptei /. Consideram cazul
de localizare a dreptei /, reprezentat in desen; alte cazuri se
considerd in mod analogic. Fie O este piciorul perpendicularei
duse din B la AC (si mijlocul laturii AC).

Deoarece £BDA=/ZB0OA=90°, atunci punctele A, D,
B si O sunt cociclice. Unghiurile ZBAO si ZBDO in acest
cerc se bazeazda pe unul si acelasi arc BO, atunci
ZBDO = 2ZBA0O =60°. Similar, ZBEO=/BCO=60°. Prin
urmare, triunghiul DOE este echilateral, si P=0, adica varful P al unui triunghi echilateral
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cautat totdeauna coincide cu mijlocul O al laturi AC.

Varful P al altui triunghi cautat DPE este simetric punctului fixat O in raport cu dreapta
[. Atunci conform simetriei obtinem ca intotdeauna BP = BO (unde BO este distanta fixata,
egala cu lungimea ndltimii BO a triunghiului ABC). Apare ipoteza, ca locul geometric cautat al
punctului P este cercul cu centrul in punctul B si raza BO.

Sa aratam, ca pentru orice punct P al acestui cerc (P#0) va fi varf al triunghiului
echilateral DEP pentru o oarecare dreapta [/, care trece prin punctul B. Unim punctele P si O
(obtinem coarda PO) si prin mijlocul M a coardei PO trasam dreapta [/, perpendiculara PO. Ea
va trece prin punctul B, pentru ca perpendiculara de mijloc la coardd totdeauna este diametrul
cercului.



11.8. Sa se afle valorile reale u §i v ce verifica egalitatea
2020 2019 2020 2019
@™ —u” )+ (v v ) =ulnu+vinv.

Solutie.
Conform domeniului de valori ale egalitdtii din enunt, trebuie sd avem u >0 si v>0. Fixam

u>0 si v>0; fie functia f:[0 —[, f(x)=u"+Vv". Aceasta functie este derivabila de doua ori
pe [ . Calculand derivatele de ordin 1 si 2, obtinem f'(x)=u"lnu+v'lnv si
') =u"In*u+v in’v.

Egalitatea din enunt devine f(2020)— f(2019)= f'(1). Deoarece functia f este continud pe
[2019,2020] si derivabild pe (2019,2020), conform teoremei Lagrange, obtinem faptul ca exista
¢ €(2019,2020) astfel incat f'(1) = £(2020)— £ (2019) = f'(¢)-(2020-2019) = f'(¢) .

In continuare, deoarece functia f' este continui pe [l,c] si derivabila pe (1,¢) si f'() = f"(c),
conform teoremei Rolle, obtinem faptul ca exista d € (1,¢) astfel incat f"(d)=0.

Am obtinut faptul cd u“ In*u+v‘In*v=0 pentru un careva d € (1,c). Deoarece u’In*u>0 si
viIn?v>0, rezultd cd u’Inu+v'In>v=0 doar dacd u’In*u=1v"In>v=0. In continuare,
deoarece u’ >0 si v/ >0, obtinem Inu=Inv=0, adici u=v=1. VerificAnd aceste valori,
obtinem faptul cd u =v =1 sunt unicile valori reale ce verifica egalitatea din enunt.



