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Solutii

11.1. Pentru ce valori reale ale parametrului a graficul functiei f:11 —I[1,

f(x)=x"—8x"+14x" + ax are o axa de simetrie paralela cu dreapta x =0 ?

Solutie.
Deoarece graficul functiei f(x) are o axa de simetrie paraleld cu dreapta x =0, atunci axa

de simetrie are ecuatia x=c, unde c este o valoare reald constantd. Substituind t=x-c,
obtinem ca graficul functiei f(¢), ca functie de ¢, va fi simetric in raport cu dreapta ¢ =0, adica

axa Oy . Avem:
Pt)=x"-8x +14x" +ax=(t+c)* =8(t+c)’ +14(t +c)’ +a(t+c) =
=" +4c+ 617> +41c’ + ¢t —8( +3t°c+3tc” + )+ 14t + 2tc+ ) +at +ac =
="+ (4c—8) +1°(6c* —24c+14) +t(4c’ —24c” +28c +a) + (¢* =8¢’ +14c* + ac).
Graficul functiei f(z) este simetric in raport cu axa Oy, atunci si numai atunci cand functia
f(t) este para, adica daca si numai daca coeficientii functiei f(¢) corespunzdtori puterilor

impare ale lui ¢ sunt egali cu 0. Obtinem
4c-8=0 c=2 c=2
3 2 A 3 2 < :
4c¢” =24c” +28c+a=0 a=—4c +24c" -28c a=—-4-8+24-4-28-2=8
Raspuns final: a =8.

m+n m—.

11.2. Fie sirul (a,),_, astfel incat a, =1 si a,, +a nzz(a2m+a2n), Vm>=n>0. Sa se

determine a,,,, .

Solutie.

o 1 B ST
Consideraind m=n, avem a,, +a, = B (a,, ta,,)=a,,, VYm=0, ceea ce implicd a,=0.

. o . 1 1 .
Similar, considerand n=0, obtinem a, +a, = E(%m +a,)= 5 %> adica a,, =4a,, Vm=0.
in continuare, pentru m=n+2, Vn>0, obtinem

1 1
4a, +4=4a, +4a =aqa, ,+a,=a, +a, = E(az,n +a, )= E(4am +4a)=2a,,,+a,).

n+l n+2

Dect, a,,, =2a,,,—a,+2, Vn>0,unde a,=0 si a =1.

n+2
Demonstrdm prin inductie matematicd formula @, =n° , Vn>0. Pentru n <2 egalitatea
este justd, deoarece a, =0=0" si ¢, =1=1". Fie formula este justd pentru Vn < N . Avem

ay, =2ay—a, +2=2N"—(N-1"+2=(N+1)’.
Deci, afirmatia este justd si pentru n= N +1. Conform metodei inductiei matematice, avem
a,=n", ¥Yn=0.Obtinem a,y,, =2020°.



11.3. Pentru ce valori reale o ecuatia sin3x =asinx + (4—2|a|) sin” x are aceeasi multime de

solutii reale ca si ecuatia sin3x+cos2x=1+2sinxcos2x ?

Solutie.
Utilizand identitatile sin3x=3sinx—4sin’x si cos2x=1-2sin’x, ecuatia a doua este

: 5 . . D . 1
echivalentd cu sinx—2sin” x =0, adica sinx =0 sau sinx = E )
1o A . . . . .3 . . . - .
Utilizand identitatea sin3x=3sinx—4sin’ x, prima ecuatic este echivalenta cu ecuatia
3sinx—4sin’ x =asinx +(4 -2 |a|) sin®x. Se observi cid sinx=0 verificd aceasti ecuatie.

Pentru sinx#0, ecuatia datd obtine forma 3—4sin’x=a+(4-2|a|)sinx. Impunand ca
. | 5 . : :

sinx = 5 sa respecte aceastd egalitate, obtinem & — |a| =0, echivalentcu ¢ 20.

Pentru @ >0 (si sinx # 0), ecuatia dati obtine forma 3—4sin” x = & + (4 — 2a)sin x , echivalenti

. . . . . 1 . T .
cu ecuatia 4sin’ x+(4—2a)sinx+(a—3)=0. Stiind ci sinx = > o satisface, imediat obtinem

forma echivalenta 2 (sin xX— %j (2sinx—(a—-3))=0.

Deoarece se cere ca multimile solutiilor reale ale celor 2 ecuatii initiale sa coincida, ecuatia
2sinx—(a—3)=0 trebuiec sa nu aiba alte solutii, cu exceptia celor care verifica egalitatile

. ) ) . . . . a-3 .

sinx=0 sau sinx= 5> Deoarece ultima ecuatie este echivalentd cu sinx = — trebuie sa
a-3 a-3 1

avem =0, =— sau
2 2

2
a>0,avem a €[0,1)U{3,4} U(5,+x).

>1, echivalent cu =3, a=4, a—3|>2. Deoarece

11.4. Fie ca in tetraedru se intersecteaza doua segmente, care vin din capetele unei laturi, in
centrele cercurilor inscrise ale fetelor opuse. Demonstrati ca douda segmente, care vin din
capetele laturi, care se incruciseaza cu latura initiald, in centrele cercurilor inscrise a altor
doua fete, prin urmare, la fel se intersecteaza.

Solutie.
Fie latura initiald este latura AB, A, este centrul cercului inscris in [ISBC, B, este centrul

cercului inscris in [JSAC. Conform conditiei problemei [A4 |N[BB,]# <. Atunci punctele
A, A, B, B, se afla in acelasi plan (44,BB,)ll a.Notam P=an[SC]. Atunci

(AB))N(BA4) =P,
deoarece dreapta (AB,) se intersecteaza cu [SC] intr-un punct oarecare, (4AB,) ca si P este
unicul punct comun al segmentului [SC] si planului « . Analogic pentru dreapta (B4,) .
Deoarece 4, este centrul cercului inscris in [SBC, atunci BP este bisectoarea unghiului ZSBC,

analogic AP este bisectoarea unghiului ZSAC . Prin urmare, conform teoremei despre bisectoare



BC SP _AC

BS PC A4S
Deci AC-BS =BC- AS, si obtinem
4C _ 48 (*)
BC BS

Trasam acum bisectoarea S7; a unghiului ZASB si bisectoarea C7T, a unghiului Z4CB . Atunci

conform teoriei despre bisectoare avem (utilizand (*)
AT, _AC_AS_ AT,
LB BC BS TB’

Deci T, =T,. Atunci punctele S, C si centrele cercurilor inscrise in [JASB si [|ACB se afld in

acelasi plan. Prin urmare, se intersecteazd segmentelr, care unesc varfurile S si C cu centrele
cercurilor Inscris ale celor doua fete opuse rdmase.



